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Introduction

— Mesures a intervalle régulier: modélisation en temps discret ¢ € Z, en
temps continu t € R

— Modélisation linéaire
— Séries temporelles: — univariées: Une seule série
L1t

— multivariées : un vecteur de séries r; =

Tnt



CHAPITRE 1. PROCESSUS REELS STATIONNAIRES (AU SECOND
ORDRE)

Chapitre 1

Processus réels
stationnaires (au second
ordre)

Formalisme: On considere des observations x;, réalisations d’une variable
aléatoire X;. On a donc z; = X;(w), w étant un état de la nature.

(X¢)tez suite de v.ar. — (24)iez et 2y = Xi(w) VEEZ

(z4)tez : trajectoire du processus (Xy)iez

(X¢)tez : processus stochastique

Remarque: Si E(X;) = m, on a une seule observation (z; en l'occurence)
pour estimer m;. En revanche si pour tout ¢ € Z, E(X;) = m, on peut estimer
m par m = % Zthl X;. Il parait donc nécessaire de supposer que la suite X; a
certaines propriétés de régularité.

1.1 Processus stationnaires du second ordre

1.1.1 Définitions

Dans toute la suite on consideérera (X;);ez avec Xy € L£2(Q,A,P) pour tout
teZ

Définition 1.1.1 (X;)iez est un processus stationnaire au sens strict si:
Vn €N, Y(t1,...,tn), Yh €Z, la loi de (Xy,,...,Xy,) est identique d la loi
de (th_;,_h, e ,th+h)

Théoréme 1.1.1 (THEOREME DE KOLMOGOROV) (X;)iez est un processus sta-

tionnaire au sens strict si et seulement si la loi de (Xy)iez est identique d la loi
de (Yi)iez oYy = Xyin

Définition 1.1.2 (X;)icz est un processus stationnaire du second ordre
(ou un processus faiblement stationnaire) s’il vérifie :

VteZ, E(X;) =m
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Yt € Z, Var(X;) = o* = ~(0)
Vt € Z, Yh € Z, Cov(Xy,X¢1n) = v(h) (ne dépend que de h)

~v(h) est 'auto-covariance d’ordre h de X;.

Remarque
— Si un processus est stationnaire au sens strict alors il est faiblement sta-
tionnaire;
— Dauns la suite on consideére le cas de la définition 1.1.2 (processus station-
naires du second ordre);

— Si (X¢)tez est un processus gaussien alors il y’a équivalence entre staion-
narités faible et forte;

Xty m X, 7(0) Y(t; —ti)
Bl = | Ve 5| = -
Xt,, m X, 7(0)
Exemples de processus stationnaires
— (&¢)tez : bruit blanc (faible) si et seulement si:
E(e) =0 VteZ
Var(e;) =0 VteZ
Cov(et,er) =0sit#71
g1 ~ BB(0,0?%)

Remarque: ¢; est un bruit blanc fort si et seulement si les €; sont
iid., E(g;) =0 et Var(e;) = o2.

— Processus MA(1) (moving average of order 1/moyenne mobile d’ordre 1)
Soit &; ~ BB(0,02)
Soit (Xy)iez défini par: Vi € Z, Xy = &, — ey
Alors (X})tez est un processus stationnaire. On dit que X; ~ MA(1).

Exemples de processus non stationnaires:
— Marche aléatoire

g; ~ BB(0,0?), (X;)icz est une marche aléatoire (random walk) si et
seulement si X; = X;_1 + &, Vt 2 0 et Cov(e,X;—) =0,V0 < k <t

EX, =EX;, 1 =>EX;=mWVtecZ

Xy = Xio1+e
Xio1 = Xpoteg ¢
. = Xt = XO + Z&s
s=1
X1 = Xo+ea
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¢ t
= VarX; = VarXgp+2 Z Cov(es, Xo) + Var(z €s)

s=1 s=1

= Var(Xy) +to?

Le processus n’est pas stationnaire en variance.

— Processus stationnaire autour d’un trend déterministe
X: =a+ bt +Y; avec (Y:)iez processus stationnaire
EX; = a + bt, le processus n’est pas stationnaire en espérance.

Définition 1.1.3 (FONCTION D’AUTO-COVARIANCE) Elle est définie comme :
v:Z+— R
v(h) = Cov(X¢, X 1)

v est une fonction paire de type positif, c’est a dire :

Vn € N, V(tl, Ce ,tn), V(al, e ,tn) S Rn7 Z aiaj’y(t,- — tj) >0

1<i,j<n

Démonstration

Parité:

v(h) = Cov(X4,Xi4n) = Cov(Xi—n, X(¢—ny+n) = Cov(X;_pn,Xy)
= Cov(X4,Xi—pn) =7(—h)

Positivité :
Var(ZaiXti) = (Cov(ZaiXti,Zantj)
i J
= Zaiaj(Cm;(Xti,th)

2]
= Zaiaj'y(ti - tj) > 0
]

Définition 1.1.4 (FONCTION D’AUTO-CORRELATION)

YheZ, p(h)= ”ZEQL; = Corr(Xe,Xi4n)

p est une fonction paire, de type positif, & valeurs dans | — 1;1].
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Démonstration

Corr( X, Xi4n) _ y(h)

VVarX,VarX,., 70

COT’T(Xt,Xt+h) =

Auto-corrélograme (théorique) de (X;)icz Clest le graphe de:

N — J-1;1]
h — p(h)

1.1.2 Rappels sur £%(Q,A,P)
L£2(9Q,A,P) est une espace de Hilbert pour (X|Y) = EXY

X, — X< lim |X,—-X|2=0
L2 n—-+4oo

D llai X llz = lasll|1 X2 < +o0

JEL JETZ

alors la série Y .., a;X; est définie p.s. et:

JEZ

q

E a; X; g a; X,
I P,q—+00 I
JEL

Jj=-p

Théoréme de projection sur un s.e.v. fermé H de £?(Q,A,P)
VX € L2(QAP), 3IX" € H/ | X = X" = min [|X - Y]|2
Py (X) = X* est caractérisé par X* € H et X — X* € H-.
Théoréme des trois perpendiculaires Soit H un s.e.v. fermé de £2(£2,.A4,P),

G un s.e.v. fermé de H, alors:

VX € £L%(Q,A,P), Pg(Py(X))= Pg(X)

1.2 Outils pour I’étude des processus station-
naires

1.2.1 Transformée d’un processus stationnaire par une moyenne
mobile infinie

Définition 1.2.1 Soient (X)icz un processus stationnaire, (a;)jez une suite
de réels tels que 3 |az| < +oc.
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Alors Yy =3 cpa; X est défini (p.s.) pour tout t et:
Y; € L2(QAP)VLETZ
Par ailleurs (Y:) est stationnaire et vérifie :
my = mx Z a;
JEZ
VheZ, yy(h) = ajay(h+k—j)=> ajay(h+j—k)
5.k gk

On dit que (Y)tez est la transformée de(X:)icz par la moyenne mobile
infinie associée aux (a;)jcz.

Remarque Si X; = ¢ ~ BB(0,0?) alors Y; = ZjeZ aje;—; et on dit que
Y ~ M A(c0)

Démonstration

D X jlla = > lasllIXejlla = | Y lajl | (m% +7x(0))/? < 00
J J J

Y; est donc défini p.s. et Y; € L2(Q,4,P), on a alors:

EY, = /Y;dP:/ > a;X ;| dP =Y a; (/ Xt_jdp) (Fubini)
Q Q Q

JEL JEZ
= E Zant_j :ZajEXt_j:mXZaj
JEL JEZ J
Enfin:
Cov(Y:,Yi—p) = Cov Zantijzakthhfk
JEZ keZ
= ZZa]—ak(Cov(Xt_j,Xt_h_k)
7ok yx (h+k—j)

1.2.2 Régression linéaire ou affine théorique sur un nombre
fini de retards

Définition 1.2.2 Soit (X;)iez un processus stationnaire :
— (i) La régression linéaire théorique de X; sur X, 1,...,X¢—, est la
projection orthogonale dans L2(Q,A,P) de X; sur H = Vect(Xi—1, ..., Xt—p)-
~ (i) La régression affine théorique de X; sur Xy_1,...,X;_, est la pro-
jection orthogonale dans L2 (2,A,P) de Xy sur H* = Vect(1,X;—1, ..., Xi—p)-
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Propriété :

Notation:

Rappel :

X, — X LH.

On note géneralement EL(X;|X;—_1,.
théorique de X; sur X;_q,..

(i) et (ii) coincident si et seulement si mx = 0.

.., Xt—p) la régression affine
X pe

Calcul de la régression affine théorique (ii)
H="Vect(1,X;_1,..

S Xi—p) et X = pu(z) est caractérisé par X; € H et

P
X; S H<:>E|a0,a1,...,ap/ Xt* :a0+2ant_j

X,-X;LH = {

"

=
=
<~
~
On a donc:
Vi=1,...,p
Soit encore:
Vi=1,..

Jj=1

(X: = X{[1) =0
(Xt—X:‘Xt_]):O \V/jzl,,p
E(X;—-X/)=0

P P
EX; =E(ao + Z a;Xi—j) = ap+mx Zaj

j=1 j=1

P
0 Cov(Xy, Xy ;) = ZakCov(Xt,Xt_j)

k=1
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Y(5) = ary(k - )
k=1
Et:
apg=mx | 1— Z a;
1 (1) (p—1)
(1) 71 3(2 ~2) “ ) 7(.1)
vp—1) - 2) 1 ap v(p)
1 (1) oo plp—=1)
p(1) pl ’,fdi ~2) a1 p(1)
< : : . . : = :
op—1) pp—2) ... 1 a o)

Cette derniére matrice étant inversible si les X; sont indépendants

Proposition 1.2.1 (admise) Dans l"équation précédente, le coefficient a, est
€gal a:
ap = (CO’/"I"(Xt — EL(Xt‘thl, . 7Xt7p+1)>Xt7p — EL(thplthh e uXt7p+1))
Cov(Xt — EL(X4| Xe—1, - Xo—pt1), Xo—p — EL(Xy—p| X1, .. . Xy pt1))
[Var(Xy — EL(Xy|Xe—1, ... . Xi—ps1))Var(X—p — EL(Xo_p| Xe_1, ... Xi—ps1))]"/?

D
ap=ab ot EL(Xy|Xi1,....Xep)=> a’X,;
j=1

p—1

BL(Xy|Xi1,... Xypp1) = »_al ' X,
=1

J
j=

p—1
EL(X: p| X1, Xt pr1) = Z ol X
j=1

1.2.3 Régression linéaire théorique sur un nombre infini
de retards

Définition 1.2.3 Soit (Xy)iez un processus stationnaire :

— (i) La régression linéaire théorique de X; sur Xy_1,...,X;_p,... est
la projection orthogonale dans L*(2,A,P) de Xy sur H = Vect(X—1,.... Xt—p,...).
- (i) La régression affine théorique de X; sur Xy_1,...,X4—p,... estla

projection orthogonale dans L2(Q,A,P) de Xy sur H* = Vect(1, X1, ..., Xt—p,...).
Les deux notions coincident si et seulement st EX; = 0, Vt.
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Remarque: X/ = FEL(Xy|Xi1,...,X—p)

p

IXe— X7l = min [X,— a0+ a;Xi;
ag,...,ap ]

J= 2

= min || X; — Y2
YeH

Notations: On note aussi £(X;_1) espace £(1,Xy_1,...,X¢_g,...) et:

EL(Xt‘thl) = EL(Xt‘thlwqutfkw”)
( = EL(Xt‘laXt—lw"7Xt—ka"'))

la régression linéaire (ou affine) sur £(X;_1).

Propriété: FEL(X:|X; 1)=1lim, . o EL(X¢|X; 1,...,X;_p) ausens de £2.

Théoréme 1.2.1 (Admis)

Soient (Xi)iez, un processus stationnaire X; = EL(X|X;—1) la régression
affine de Xy sur L(1, X 1,...,. Xt p,...) et ey = Xy — X[, alors:

— (&t)tez est un bruit blanc

- Cov(etet—k) =0 Vk>0

Définition 1.2.4 Avec les notations du théoréme ci-dessus :
— (et)tez est le processus des innovations de (Xi)iez
— ¢t est l'itnnovation de X;
- X} est la prévision optimale de X, a la date t — 1

Remarque: ¢; = X; — X = Xy — FL(X¢|Xt—1) donc e; L 1 et g L
Xi—k, Yk > 0, ce qui peut aussi s’interpréter comme :

E(&g) =0
Vk > 0, ]E(EtXt,k) = (CO’U(&:&thk) =0

Théoreme 1.2.2 (DE WoLD) Soient (Xi)iez un processus stationnaire et (¢)rez
le processus des innovations correspondant :

+o00 +00
I(aj)jez/ Z laj| < +oo et Xy = mx + Zajet_j
§=0 =0

1.2.4 Densité spectrale et auto-corrélations inverses

Proposition 1.2.2 (et définition)
Soit (X¢)iez un processus stationnaire de la forme :

+oo
Xy =m+ E ajes—;
j=0
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ot (e¢)tez, ~ BB et ZJLOO la;| < 400, alors:
Z |vx (h)] < 400
hez
- Yw € [—m; 7], nyx etwh
T hez
fx est la densité spectrale de (X¢)iez.
Démonstration:
S hx() =1 ajarve(h+j — k)|
h€eZ h€eZ 3,k
Et on a:
. | O0sih+j5j—-k#0
e(h+ ] k)—{ggsih+j—k:0
Donc:
Y ohx®) = Y102 ajany]
hez hez j
2
< QZMJHG}H—J‘—U (Zaj)
Proposition 1.2.3
Ix(w) Z’YX cos(wh)
27T heZ
Démonstration
LT
fX(w) — % 0) + Z'VX< zwh + Z'YX zwh
L h>0 h<0
1 'Lw —iw
= 3p | O+ D x (et 4 x(h) e
h>0 3N D ot
L =vx (h)
— zwh —uuh
27 )+ hz: x(h )
L >0 =2 cos(wh)
! B h)
= — ~vx (h) cos(w
2m h#0
= Z vx (h) cos(wh)

hGZ

10
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Remarque:
o
(5t)t€Z ~ 68(0,02) = fs(w) = i
Théoreme 1.2.3 (d’injectivité)
Avec les notations précédentes :

VYheZ, ~x(h) :/ fx(w)e " dw :/[ ' ]fx(w) cos(wh)dw

[—mim]

Démonstration :

. 1 4 .
fx(w)e @hdw = — ( 'yX(k)e“"k> e “hdw

kEZ
1 )
= o= Z’Y)c(k) (/ e“"(k_h)dw> (d’aprés Fubini)
2 kEZ [—‘ﬂ"-,ﬂ']
[ 0sik#h
| 2rsik=h
= x(h)

Proposition 1.2.4 Soient:
(Xt)tEZ/ X = Z ajei_j et gy~ BB, Z \aj| < +00

JEL J
Y, = Zkat_k avec Z |br| < 400
kEZ k
Alors :
-Y = Z CkEi—k
kEZ
- fr(w) = fx (W)Y bre™*?
kEZ
Démonstration :

Yo=Y Xk = D b (Zaﬁtm)

kEZ kEZ JEL

= Y ajbrer (k)

G, kET

= E ajbh_jEi—n

J,he€Z

= Z Zajbhfj Et—h

heZ \jEL

Ch

11
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Et:

o) = oo S (et

h€EZ
! ; Tw
- ﬂz > bibryx (b4 — k) | "
he€Z \j,k€Z
= 5 S bbb+ j — k)eie =R i ik
h,j,kEZ
1 . o '
= o (Z vx (l)ewl> Z bje' <Z bke_wk>
A= JEZ keZ

_ fX(w)|Zbk6iwk:|2

kEZ

Définition 1.2.5 (AUTOCORRELATIONS INVERSES) Soit

(Xt)tEZ/ Xy = Z ajEt—j et gy~ BB, Z \aj| < 400
JEZL i

e~ h intégrable sur [—m; ).

On suppose w —
fx(w)

On appelle auto-covariance inverse d’ordre h de (Xi)iez :

, 1
i o emwhg,
X /[—ﬂ;ﬂ] fx((.U)

L’autocorrélation inverse d’ordre h est alors définie comme : p' (h) =

1.2.5 Estimateurs associés et lois limites

On considére un processus stationnaire (X;);cz tel que pour tout t € Z,

EX; = m. On cherche & estimer les grandeurs associées vx(h), p(h) = Yrigg;’
r(h) = all, fx(w) et pi (h) et ceci sachant qu’on observe Xi,...,Xr.
On prend:
1 T
- m= T ; X = X7 moyenne empirique,
1 T
- Ax(h) = T—h (X; — X7)(X¢_n, — Xr) auto-covariance empirique
t=h+1
d’ordre h (estimation acceptable si h n’est pas trop grand),
R Ax (h)
- px(h) = = )
¥x(0)
— #(h) = al dans la régression empirique (m.c.0.) de x; sur 1,x;_1,...,Z4_p,
1. cf page 8

12
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H
. 1 .
- fx(w) = by Z 4x(h)e™" le probleme ici étant que I’on voudrait un
m
h=—H
H suffisamment grand mais prendre un H trop grand est risqué pour
lestimation de yx (h),
yi(h ; 1
— On ne prend pas p; = 71( ) ou 4*(h) = / -
7(0) [~min] fx (W)
d’autres facons de I'obtenir.

e “hduw, il existe

Proposition 1.2.5 Tous les estimateurs présentés ci-dessus sont convergents
(loi des grands nombres).

“+o0

Proposition 1.2.6 Si X; = m+Zaj€t_j ot E(e}) = n < +o0, alors tous ces
§=0

estimateurs sont asymptotiquement gaussiens (jointement) :

- VT (X7 —m) = N(0, > x(h))

heZ
4(0) —~(0)
A(h) = ~(h)
£(0) — p(0)
~Vh, VT : L N0 W)
p(h) — p(h)
7(0) — r(0)
VT : £ N(0,5)
#(h) —r(h)

Qn, Wh et Xy, étant calculables.

Remarque: Les auto-corrélogrammes (direct, partiel et inverse) associés aux
valeurs estimées sont appelés auto-corrélogrammes empiriques.

1.3 Polynomes retard et avance

1.3.1 Définition et propriétés

Définition 1.3.1 L’opérateur retard L (lag) ou B (backward) est défini comme
étant :
L : (Xt)tEZ - (Yt)tez oun Yy =Xy 1

On note: LX; = Xy
De la méme fagon, lopérateur avance F (forward) correspond ¢ FX; = Xyy1

Propriété: L*=Lo-..oL vérifie L*X, = X;_}.
—_—
kfois

13
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Notation: L° = Id est noté L° =1 (L°X; = X,).

Définition 1.3.2 Soit P un polynéme, P(z) = > h_jarz®, ar € R, on lui
associe le polynome retard P(L) défini comme suit :

p
P(L) =Y apL*
k=0

Et:
p r

P(L)X, = (Z akLk> X, = Z ap Xk
k=0 k=0

De fagon similaire on obtient le polynéme avance P(F) :
p p
P(F)X; = (Z aka> Xy = ZaszH—k
k=0 k=0

Séries en L (ou en F) (polynémes de degré infini)
Az) = ZZ:O?) apzt et Vi = A(L)X; = Z;ﬁg axXi—k. (Yy)iez est bien un
processus stationnaire car Z;ﬁ% lak| < 400

Propriétés: On suppose donc 32770 ax| < +o00 et 3,20 [by| < 400 et:

+oo +oo
AL)=> arL*  B(L)=> bL*
k=0 k=0

Alors:
+oo +o0
- (i))VaeR, aA(L)=(ad)(L) =« (Z akLk) = Z(aak)Lk
+§TO f;P +o0
~ (ii) A(L)+ B(L) = (A+ B)(L) = (Z akLk> + (Z bkLk> = (ax+
k=0 k=0 k=0
b)L*

~ (i) A(L) o B(L) = (AB)(L) = B(L) o A(L) avec (AB)(L) = (BA)(L) =

—+o0 +oo
Cc(L) = chLk et ¢, = Zajbk_j
k=0 §=0

1.3.2 Inversibilité des polynémes en L (vrais polynomes)

On suppose P(L) = > 0_ arLF et Y; = P(L)X; et on désire savoir si X;
peut s’exprimer en fonction de Y; (X; = P(L)~1Y}).
On peut décomposer notre polynéme de la fagon suivante :

P(z) = H(z—zl) z; €C

14
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P
Finalement P(L) = H(l —\NL)
i=1
1.3.2.1 Inversibilité de 1 — AL
Proposition 1.3.1

(i) Si|A| <1, 1— AL est inversible et (1 — AL)™ Z)\kLk

(i) Si |\ > 1, 1— AL est inversible et (1 — AL)~ Z G Fk

(iii) Si |\ <1, 1— AL n’est pas inversible

Démonstration:

(i) Si |A] < 1 alors (1 — AL)™ Z|)\k| = 7‘ < 400, donc A(L) =

+oo

Z AFLE est bien défini.

k=0
() ) —+o0

On a ainsi (1 - AL)A(L) =C(L) = chLJ et ¢; = Zakbk_j avec by = 1,

j= k=0

by =—\ by =0sik>1eta, =\ On trouve cg = 1 et ¢; = 0 si j # 0, soit
encore C'(L) = 1. On en déduit que (1—AL) est inversible et (1—AL)~1 = A(L).
On pouvait aussi montrer ce résultat en écrivant :

— = 1 — Iiri ] — 1; kLR
(1= AL)A(L) = lim (1-AL) Z/\L Jim 1= AL 1

1 F
(i) Si |A\| > 1 alors 1 — AL = —\ <L )\) =-AL (1 - )\). On a alors:

-1 +oo
(AL)™' = lra (1-F) = > L Pk car Al >1
A A S\

En combinant ces deux résultats:

-1
(=AL)~! (1 - I;)

- r(E)
= _io)\lkpk

. Z NIk

k=—o0

(1-AL)

15



CHAPITRE 1. PROCESSUS REELS STATIONNAIRES (AU SECOND
ORDRE)

Remarque: Dans ce cas, X; = (1 — AL)"'Y; = Z G —Yiik

(i4i) Si A = 1, 1 — L n’est pas inversible. Supposons Y} (1 L)X =X — X 1.
On a vu que (cf. page 3, l'exemple ot Y; = & ~ BB(0,02)) si (Y;)iez est
staitionnaire alors (Xt)tez ne lest pas.

— Onn’a pas X; = ZakY},k avec Z lax| < +o0;

keZ kEZ
— Il n’existe pas A(L ZakL Z |ak| < 400 tel que (1 — L)A(L) = 1.
kezZ kez

Remarque: On peut le voir a la main:
(1-L)A(L) =1 = |ag| = |ak—1| et donc ne tend pas vers 0

Dans ces conditions E lak| = +oo.
keZ

1.3.2.2 Inversibilité des polynémes en L
Soit ¢ un polynome de degré p a coefficients réels:
d(z) =14+ prz+ -+ pp2?

HL) =1+ oL+ +pl" (H(0)=1)

¢ possede p racines (z1,...,z,) dans C, on peut donc le décomposer en:
u z
H z—zj) = gapH(fzj)H (lz»)
j=1 j=1 j=1 J
1

Par conséquent :

o) = [[a-x2)
j=1

Proposition 1.3.2 Avec les notations précédentes :
(1) Si|A\;| # 1 pour tout j =1,...,p, alors ¢(L) est inversible
(i1) Si|\;| <1 pour tout j =1,...,p, alors ¢(L) est inversible et :

—+o0

“+oo
- :ZakLk apg=1,a;r €R Zak<+oo
= k=0
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CHAPITRE 1. PROCESSUS REELS STATIONNAIRES (AU SECOND
ORDRE)

Démonstration :

P
(i)9§, (1 = A;L)~" est bien défini, de la forme » a;,L¥ et ¢(L)™" = JJ(1 -
kEZ j=1
A;L)~! est donc aussi défini.
Mais ¢(L)~! peut contenir des termes en L* k > 0 qui sont des termes
concernant le futur et donc peu utilisables en pratique

it) Si |A;] < 1 pour tout j alors (1 — A L)y~ )\’“L’!€ et:
(i) P J

*:ﬂpAL ZakL’“ Zak<+oo

j=1

Par ailleurs:
P P +oo

= =X2) é(2)p(2) ' =1 [ -N02) (Z akzk> =1

j=1 j=1 k=0

Donc:
p(0)p(0) P =1xa=1=a=1

S'il existe j tel que \; € C\R alors ¢(L) = (1 — A;)(1 — X;)P(L) et:

(1=t =)t (ioA;?L’f) (io A;?Lk>
k=0 k=0

+oo +oo
= j{:a%lﬁ g EIR,aOIZ]Wj£:|ak‘<-+OO
k=0 k=0

1
Remarque: |\j|<1& |z = SV 1
J
Proposition 1.3.3 ¢ un polynome :
— (i) Si ¢(z) a toutes ses racines de module différent de 1, alors ¢(L) est
inversible

— (ii) Si ¢(z) a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1, alors
d(L) est inversible et :

—+oo —+oo
-1 :zji:aklﬁ ar € R, ag = 1,§£:|ak\<-+co
= k=0

1.3.2.3 Méthodes pratiques de calcul de ¢(L)"!
On se place dans le cadre défini précédemment ot :

P

o(L) =[] - xNL)

j=1

17



CHAPITRE 1. PROCESSUS REELS STATIONNAIRES (AU SECOND
ORDRE)

Alors:

o =TT (362

k=0
On peut utiliser directement cette méthode de calcul pour p petit (p = 1,2) mais

elle s’avere fastidieuse en général.

Identification: On écrit que:

+00 Lo
o(L) (Zak[,k> =1+@ L+ +p,LP") (Z%Lk> -1
k=0 Pt

Les aj sont obtenus par récurrence puis identification.

Décomposition en éléments simples:

V4
1
Ly ' =
o(L) H 1-XL

7j=1
On décompose cette fraction rationnelle en éléments simples.
Division selon les puissances croissantes de 1 par ¢(z)

Exemple: 1= ¢(2)Q,(2)+ 2" R.(2)

lim Q.(2) = ¢ (2)

r—+00

18



CHAPITRE 2. PROCESSUS ARMA ET ARIMA

Chapitre 2

Processus ARMA et
ARIMA

Les ARMA sont des processus stationnaires et les ARIMA des processus non
stationnaires integrés.

2.1 Processus AR(p) (auto-régressif d’ordre p)

2.1.1 Définition et représentation canonique

Définition 2.1.1 (X;)icz est un processus AR(p) si:
— 11 est stationnaire
— Il vérifie une équation Xy = p+ @1 X1+ -+ pXy—p + &4 avec pp #0
et e; ~ BB(0,0?)
On note (L)X, =p+e; ou ¢(L) =1— (p1 L+ -+ + ¢, LP)

Exemple: X;~ AR(1)
Xe=p+pXi 1 +¢e (1—pl) X =p+e

En général on pose d’emblée |p| < 1.

Remarque: Il existe des processus non stationnaires (en espérance) qui vérifient
la méme équation.

Exemple: Soient:

— (Xi)tez stationnaire ¢(L)X; = p + &4,

— (Y})tez déterministe ie. ¢(L)Y; = 0.

On posera pour simplifier ¢(L) =1 — L et donc Y; = ¢Y;_1 = -+ = 'Y,
Soit par ailleurs Z; = X; + Y}, alors:

Vt, §(L)Z; = e EZ, = mx + ¢'EY} # cte

Proposition 2.1.1 Soit X; ~ AR(p) tel que ¢(L)X; = p+ &4, alors:

no_ 0
p(1)  1—=(p1+ - +pp)

EX, =

19



CHAPITRE 2. PROCESSUS ARMA ET ARIMA

Démonstration :

Xi=p+pi1 X1+ +opXi_p + e
EXy =p+ pEXp 1+ + ppEX;p + Eey
m=p+pim+---+ppm

_ p
(ot T9p)

On retrouve bien le résultat annoncé.

m

Proposition 2.1.2 Si X; ~ AR(p) est tel que (L)X, = p+ &4 et si 'on pose
Yi=X,—m (m=EX;), on a alors:

(L)Y, =, et EY, =0

Démonstration :

EX; = mL et:
#(1)
A(L)( Xy —m) = ¢(L) Xy — ¢(L)m

Or Lm = m et par conséquent :

P(L)m = (1= (o1 4+ +¢p))m = $(1)m

Finalement :

H(L) (Xt —m) = (L)X —pp= &4

Ecriture de M A(o0) quand les racines de ¢ sont de module strictement
supérieur a 1

On suppose ¢(L)X; = pp+e, 00 (L) =1 — (p1L+---+ p,L) et aussi que
2] < 1= ¢(z) # 0.

Proposition 2.1.3 Sous les hypothéses précédentes, (Xi)icz admet une représentation
MA(c0) i.e.:

+o0 foo
Xt:m—i—Zaket,k ap =1, ar € R, Z\ak\<—|—oo
k=0 k=0

On sait que ¢(L)(X; — m) = &, donc Xy — m = ¢(L) " 1(ey).
Proposition 2.1.4 Sous les hypothéses précédentes :

- (i) L(Xy) = L(er)

— (ii) g4 est linnovation de X,
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CHAPITRE 2. PROCESSUS ARMA ET ARIMA

Rappel: B -
E(&) = E(l,Xt,thl, e 7Xt7p; e )

2(67)5) = Z(l,i‘ft,é‘t,l, e 75t7p; e )

Démonstration :

() Xe=p+o1Xp—1 4+ ppXip + e
+oo
On avuque Xy =n+ Zatst,k
k=0

= X; € Z(ﬂ) = Z(l,é‘t,c?t_l, e Ei—ky .- )

Donc Vk 2 0, Xt—k C Z({:ft_k) - E(€t)

= L(lth7Xt—17--~7Xt—k7---) CZ(&)
= L(X) C L(er)
S T(X,) € Z(=)

De la méme fagon et comme :

e=Xi—(n+oeiXe1+ -+ epXip)
On obtient I'inclusion réciproque et finalement £(X;) = L(ey).
(i) L’innovation de X; vaut, par définition, X; — X}, or:

X: == EL(Xt|Xt,1) :EL(thl,thl,...,Xt,k,...)
= EL(p+ o1 X1+ +opXyp e Xe1)

€EL(Xt 1)
= pu+eyi X1+ +opXi—p + EL(g4| Xy—1)

Comme L(X;_ 1) = L(g4_1), on a:
EL(5t|Xt_1) = EL(Et|€t_1) =0 car Et ™ BB

Finalement X} = p+ o1 X1 + -+ + ¢pXi—p et Xy — X = &, € est bien
I'innovation de X;.

Définition 2.1.2 Soient X; ~ AR(p) et ¢ un polynéme vérifiant :

- (L)X =p+ e

~ |zl < 1= () #0
On dit que la représentation ¢(L)X: = p+e; est la représentation canonique
de (Xi)tez.

Cas ol ¢ admet des racines de module inférieur a 1
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Remarque: Si (X;)icz est supposé statique alors ¢ n’a pas de racines de
module égal a 1.
On suppose ¢(L)X; = 1+ ¢ avec:

o(L)=[[a-nD=| I a-xD) II a-xI)

J=1 3/ 1Ag1<1 il 1x1>1

On sait que X; = m+ Y, .5 arer—k West pas utilisable (on n’aura pas £(X;) =
L(g¢), e nest pas I'innovation).
Pour obtenir la représentation canonique il faut changer le polynéme ¢ et le

bruit blanc.

o(z)=| [ @-x2) IT a-x2

i/ Inl<t i/ 1A]>1
On pose:
* z
'z)=| [ (=N2 I a--
il a1 3/ 1x1>1 J

¢* a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1.
On définit le processus (n;):cz tel que 0y = ¢*(L)X;. On montre alors que
ne ~ BB(0,07) et on peut calculer f,(w):

fow) = fx()]o" (™)

Comme ¢(L)X; = &, on a aussi:

2
Tw o
fx(@)|p(e)? = fo(w) = po
T
Ceci nous mene a:
0'? 1 * (1w |2
fn(w) = %WW (el
i eiw
[T e | I1 n-F
2 | . J
_ oz i/ ikt 3/ Ix1>1
T oom
H |1_/\jeiw|2 H |1_)\jeiw|2
J/ Ix1<1 3/ Ix1>1
_ a2 H Loy —e™?
27 inisr Pl L= 2ge
Or: )
H |)\j _ ezw|2 1
w2
i/ aglsr L= A
En effet:

- Si )‘j eR, |1 — )\jei“’|2 = |1 — )\je_i“’|2 = |1 — )\jei‘”|2
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CHAPITRE 2. PROCESSUS ARMA ET ARIMA

A — 2, — e
L= Xpe [T = Xje
puisque celui-ci est a coeflicients réels.

2 2

g- g
On a donc f(w) = = = —L avec a = H
2 2 )
7 I/\J|>1

- S8i A\; € R\C, =1, )\7 étant aussi une racine de ¢

1 < 1 et finalement
A2
e ~ BB(O,O’Q).

La représentation ¢*(L)X; = n; est la représentation canonique de (Xy)iez
(car ¢* a toutes ses racines de module strictement supérieur a 1) et 7, est
I'innovation de X;.

2.1.2 Propriétés des processus AR(p)

On suppose que ¢(L)X; = p + €; et que les racines de ¢ sont de module
strictement supérieur & 1. On peut se ramener ensuite a u = 0 par centrage:
(j)(L)(Xt - m) = E&t.

On considere donc le cas ot ¢(L)X; = &, (et EX; = 0).

Auto-covariance et auto-corrélations de (X;)icz v(h) = Cov(Xt,X¢—p) =
E(X:X;_p) pour h > 0 (car mx = 0), et:

Xi=o1 Xe1+ -+ opXpp+ ey

Donc:
X =1 X X1+ + 0 X Xy p + Xoey
Y(0) = p17(1) + -+ + py(p) + E(Xier)
Or:
E(Xiet) = E[(p1Xe—1 4 -+ + 0pXi—p)er]) HE(7)
=0 car e LL(Xt—1)
D’ou:

7(0) = p1y(1) + -+ + ©p¥(p) + 02

Si hy0, on procede de la méme fagon:
Xi X h=01Xs 1 Xo p+ -+ 0op X p Xpn + 6 X

=y(h) =p1y(h = 1)+ +@py(h —p) + E(etXip)
——
=0 car g L X;_p
= p(h) = p1p(h—1)+ -+ ¢pp(h —p) Vh =0

Ces équations, sont appelées équations de Yule-Walker. Pour h > 0, les y(h)
et les p(h) vérifient une relation de récurrence d’ordre p et :

L=@ip(1) + -+ epp(p) + Wg))

O'2 1
1= (p1p(1) + -+ wpp(p))

= 7(0) =
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Les équations de Yule-Walker pour h = 1,...,p peuvent s’écrire:
1 p(1) - plp—1)
1
o) 1 e -2 | () [V
o(p—1) . 1 Pp p(p)
Sip(1),...,p(p) connus elles permettent d’obtenir ¢4, ... ,¢,. En particulier elles
donneront une estimation préliminaire de ¢1, . . . ¢, en fonction de pr(1),. .. ,pr(p).
p(1) = @r+p(l)+- -+ @pp(p—1)
p(p) = @iplp—1)+- -+ @p-1p(l) + ¢p
o1 = (I=p2)p(l) = —gpplp— 1)
= .
op = p)—eiplp—1) =+ @p-1p(1)

On peut donc aussi obtenir p(1),...,p(p) en fonction de ¢1,...,pp.

Proposition 2.1.5 Les p(h), h > 0 sont solutions d’une équation de récurrence

1
d’ordre p dont le polynéme caractéristique est zPd(=) (ce a quoi il faut ajouter
z

les équations de Yule-Walker).
Les p(h) décroissent exponentiellement vers 0.
Démonstration :
Vh >0, p(h) = p1p(h —1) =+ = pp(h —p) =0

Le polynéme caractéristique de cette relation de récurrence est :

Zp _ Splzp_l e — Sopilz — s@p
= zp<1fﬂ7...pr*1 ,ﬁ)
z Pl gp
= ()
z
Avec ¢(L)X; = ¢, et ¢(L) = 1 — 1L — ---¢,LP. Les racines du polynéme
1
caractéristique sont les \; = — (les z; étant les racines de ¢) avec |\;| < 1. La
-
forme générale de la solution eét, si z1,...,2n sont des racines distinctes de ¢ de
multiplicités respectives myq,...,my, :
n m;—1
ph) = > aupAfh”
i=1 k=0

|Ai| < 1 donc p(h) décroit vers 0 exponentiellement avec h.
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2.1.3 Autocorrélations partielles et inverse d’un processus
AR(p)

Proposition 2.1.6 Si(X;)tez ~ AR(p) et si p(L) X = ptes est sa représentation
canonique, alors :

- r(h)=0sih>p.

- r(p) #0

Démonstration :

r(h) est le coefficient de X;_j, dans EL(X;|X;—1,...,X—pn) et:

Xe=p+ o1 X+ +epXip  ter

€L(1,X ¢, Xt p)CL(L, X1y, Xt n)

= EL(X¢|Xi—1,... . Xeon) = ptorXea+ -+ 9pXop + EL(E Xeo1,. . . Xion)
= pterXe g+ +pXep +0

Si h > p, le coefficient de X;_p est 0.
Si h = p, le coefficient de X;_, est ¢, # 0.

Proposition 2.1.7 Soit (Xi)icz ~ AR(p) -
~ Sih>p, pi(h) =0
~ Sih=p, pi(h) #0

Démonstration :
%i(h) .
pi(h) = ou:
(%) 7i(0) . )
vi(h) = e“hdw
( ) -7 fX (w)
¢(L)X; = e (en remplagant éventuellement X; par X; —m):
Fx@)lg(e™)]" = fe(w) = o~
o? 1
= ==
= o fogee
Et par conséquent :
1 2 o 12
fX(W) - 73|¢(e )|
P
$2) =1—prz— - —ppa? = Y 2t
k=0
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Avec g =1 et Y = —pp, k > 0,

1 _ 27 L iwk - —iwk
Fx(@) ) kZ:O7/1k€ kzzoi/)ke

iw(k—1
= = e
€ 0<k,I<p

Ainsi: 5 -
vi(h) = % WT/)Z/ e h=lh) gy,
O—E —1T

0<k,I<p N _
=0 sauf si k—Il+h=0

Or k —1 € [—p; p] donc si h > p, v;(h) = 0. En revanche si h = p:

[ ewk=lthqy o p=1—k
l=p
< { k=0
Donc: ) )
4 4
i(p) = 2 Yoty 5 ¥p #0

2.2 Processus MA(q)

2.2.1 Définition et représentation canonique

Définition 2.2.1 (X;)iez ~ M A(q) s’il existe e, ~ BB(0,02) et 01,....,0, tels
que:
Xt =m-+ ey — 91€t71 — = qutfq

Remarques:
1. (X¢)tez est nécessairement stationnaire.
2. Xy :m+9(L)€t ou 9<L) = 1—91L_ "'_9p~

Proposition 2.2.1 EX;, =m
Remarque: X; —m = 6(L)e;, par centrage EX; =0

2.2.1.1 Ecriture AR(c0) quand |6;| <1

a
1
On suppose que 0(z) =1 — 61z —--- — 0,29 = | |(1 — \iz) avec \; = — et
zi
i=1

6(z;) =0, on a alors:

+o00
Vi, |z > 1= [\ <1= (1 -NL)7 =Y ALk
k=0
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+o00
(L) est donc inversible et §(L)~! = ZakLk avec ag = 1 et Y |ag| < 4o0. 11
k=0
s’en suit que:
X, —m=0(L)e; = L) X, —m)=¢; < O(L)"'X; - % _
Soit encore:
400 m
ZakXt—k —p=Eou =
0(1)
k=0
Par ailleurs:
Xi=m+e — 01601 — - — qut—q = X; € E(l,Et, e ,Et_q) C Z(ﬂ)

Ce qui nous amene a (cf. cas AR page 21 pour plus de détails):

L(Xy) C L(er)
+oo
€t = Z arXi—p — = L(e) C L(Xy)
k=0

= L(X1) = L(e1)

Proposition 2.2.2 Sous les hypothéses précédentes, ¢ est l'innovation de X;.

Démonstration
X; = BL(X/|Xi1)
= FEL(m+er—bie1— - — 0414 Xi—1)
= EL(m+e —bhe1—- - —0geiglern)
= m+0—-01ee1 — - —0O4er—q
= X;—¢&

Donc X; — X; = &4, X; est bien I'innovation de X,.

2.2.1.2 Casou |6;| #1 et Ji/|0;] > 1

On suppose qu’on s’est ramené a X; = §(L)e; par centrage:

Xe=| [] a-xp) II a-xp)|=

i/‘Aq‘,|<l ’i/|)\i|>l

Comme précédemment, on définit (cf. page 22):

rw=| I a-xn| | I -0

i/ nil<1 i/ x| >1
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2.2.2 Propriétés des processus M A(q)
Proposition 2.2.3 Si Xy =m +¢&; — 61641 — -+ — O4e1—q, alors:
0 silh|>q
—0402 # 0 si |h| =g
q
’Y(h) _ U?(—eh + Z 91'9,‘,}1) s11< |h| <gq
i=h+1

q
oZ(1+> 07) sih=0

=1

En particulier, p(h) =0 si |h| > q et p(q) # 0.

Démonstration :
Xt =& — U141 — -+ — O464—4 apres centrage.
- Sih=0:

~v(0) = VarX, :03(1+95+'--+92) #0
Car Cov(es—j,et—k) = 0si j # k.

- Sih>gq:
v(h) = Cov(Xy,Xip)
COU[(&: —bigpq1— = 9q€t—q) ) (€t—h —bepp1— - — 9q€t—h—q)]
et—j, J€[0,q] et—1, kE[h,q+h]
= t—j#t—k
= ~(h)=0
- Si|h|=¢
Y(q) = Covl(er —biei—1 — - = Oger—q),(€1—g — O161—g—1 — - - - — Oger_2g)]
= —qui
- Sil<|h <q:
y(h) = Covl(es —bheg—1 — - — O4e1—q),(et—n — b16¢t—p—1 — -+ — O4e1—n—q)]

q q
= — ZQiCOU[gt,i,Et,h — Z Oret—n—r] car Cov(eser—i) =0Vi>0
i=1 k=1
q q
= —9h03 + Z Z 0.0, Cov(es—_iet—h—k)
i=1 k=1

=0 si i£h+k

q
= 79}#73 + < Z 0107—h> O’?

i=h+1

Remarque: On n’a pas de résultat particulier pour les autocorrélations par-
tielles.

Proposition 2.2.4 p;(h) décroit exponentiellement avec h.
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Démonstration :

7i(h) /” L on
i(h) = avec, on le rappelle v;(h) = e“"dw et:
P =50 =) e
Ug w2
X;=0L)er = [fxw)= %\0(6 )|
1 2w

T @) o)

Soit (y¢)rez un processus tel que 6(L)y; = n: et y: ~ AR(q):

& oo 2
75 = fy@)8(E)
Donc: )
_o 1
fy(w) - T \H(ei‘”)|2
On a ainsi:
1 o o2 42
(w) = = =1 o2 =
Ty fx(w) o2 2r n o2

Les autocorrélations inverses d’un processus M A(q) ont les mémes propriétés
que les autocorrélations d'un AR(q):

AR(p) MA(q)
p(h) | décroit exponentiellement vers 0 avec h 0si|h|>qgetnonnulsih=gq
r(h) Osih>petnonnulsih=p -
pi(h) Osih>petnonnulsih=p décroit exponentiellement vers 0 avec h

2.3 Processus ARMA

2.3.1 Définition et représentation canonique minimale

Définition 2.3.1 un processus stationnaire (X;)iez admet une représentation
ARM A(p,q) canonique minimale s’il vérifie une équation :

H(L) Xy = p+0(L)e,

ou:
1. &~ BB(0,02)
2. (L) =1—¢p1L —--- — @, LP, avec p, # 0
3. 0(L)=1—6,L—---—04,L%, avec 6, # 0
4. ¢ et O ont toutes leurs racines de module strictement supérieur a 1 (représentation
canonique).

v

. ¢ et O n'ont pas de racines communes (représentation minimale).
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Remarques: Si ¢ et 6 ont des racines de module strictement supérieur a 1
on peut se ramener au cas idéal (cf. la section précédente).
Si ¢ et 6 avaient une racine commune :

¢(L) = (1 =AL)po(L)  O(L) = (1= AL)0o(L)

alors:

eo(L)X, = 1t +00(L)ey = X, ~ ARMA(p—1,4—1)

1-A
Proposition 2.3.1
I
1LEXy=——=m
Ce()

2. ¢(L)( Xy —m) =6(L)e;
Par centrage on peut donc se ramener au cas ot p = 0.

Démonstration :

1- On a:
E(X;— o1 X1 — - opXe—p) =E(n+er —brep—1 — - — bgee—q)

et comme (X;) est supposé stationnaire :

_ __H
ml =g = mgp) =p+0 = m=25
2- Ensuite:
(L)X, = ¢(1)m+0(L)e;
= ¢(L)ym+0(L)e;

Donc ¢(L)(X; —m) = 0(L)e;.

Remarque: SiY; est déterministe tel que ¢(L)Y; =0:
— Y, est non stationnaire en espérance.
— Zy = X + Yy vérifie ¢(L)Z; = p+ 0(L)e; mais (Z;) est non stationnaire
en espérance.

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses précédentes :
+o0

(i) (X:) admet une représentation AR(c0), ZakXt_k. =po+e otiag=1
k=0
et >, |ar| < 400
—+oo
(i) (X¢) admet une représentation M A(o0), Xp = m + Zbkst,k ot bp =1
k=0

et Dok ‘bkL< 00
(iti) L(Xy) = L(e)

(iv) e est linnovation de X;.
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Démonstration :

(i) On sait que ¢(L)(X; —m) = 0(L)ey, cela nous permet d’écrire :
O(L) "' p(L)(Xy —m) = &
—_——

A(L)
= A(L)Xt - A(l)m = &t
o) _ m
Et ce avec A(1)m = o0 o)
(i) De la méme fagon ¢(L)X; = p+ 0(L)e; amene:
__H -
X = a(1) + (L) O(L) &

B(L)=Y b, Lk

(#3) Etant donné que Xy est de la forme AR(oc0):
Vit e € L(Xy) = Lled) C L(Xe) = L) C L(Xe)

Par un raisonnement identique et tenant compte du fait que X; est également
de la forme M A(co) on obtient :

L(X¢) C Llzr)

Les deux résultats nous permettent alors de dire que:

L(Xp) = L(zr)

(iv) Calculons l'innovation de X :

Xt - Xt* = Xt - EL(Xt|Xt71)
+oo
= X¢—EL(—= ) ap Xy i+ po + | Xi_1)
1=0
—+00
= Xi+ Z apXi—rx — po — EL(g¢]er—1)
= gt

Remarques:
- AR(p) = ARM A(p,0)
- MA(q) = ARM A(0,9)
— ARM A(p,q)= AR(c0) # AR(P) si P grand
= MA(c0) # MA(Q) si Q grand
Souvent 1'un des parameétres (p ou q) est petit alors que lautre est grand.
Avec 'approximation précédente on a alors moins de parametres a estimer.

— En vertu du théoréeme de Wold, X; = m + B(L)e;, ol &; est le processus
o0(L
des innovations, si de plus X; ~ ARM A(p,q) alors B(L) = ¢E))
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2.3.2 Propriétés

On considére un processus ARM A(p,q) tel que:

- ¢(L) Xy = 0(L)ey, éventuellement apres centrage.
_ (b(L):l_ngL__@pr

S O(L)=1—0L — - — 0,L

Proposition 2.3.3 (AUTOCOVARIANCES ET AUTO-CORRELATIONS)
Pour k > q, les y(h) et les p(h) vérifient les équations de récurrence d’ordre p :

k) —pry(k =1) = = gpy(k —p) =0

p(k) —p1p(k —=1) — - —ppp(k —p) =0
Conséquences: Lesy(h) et les p(h) vérifient une équation de récurrence dont
le polynéme caractéristique est 2P ¢(=).

Elles décroissent doc vers 0 exponentiellement avec k, pour k > ¢. Les condi-
tions initiales sont y(¢),y(¢—1),...,7(¢—p+1) et p(q),p(g—1),...,p(¢—p+1).

Démonstration de la proposition :

Xi=o1 Xeo1+ -+ pXip — O16—1 — -+ — O4e4—4 et par conséquent :
v(h) = E(X:X:n)
= gE(Xe o Xin)+ - F opB(Xp Xyp) — 01 E(e1 Xy—p) — - — 0 E(er—g Xi—n)
=0 =0

= p1y(h =1+ +epy(h—p)

Il s’en suit que:
p(h) = p1p(h = 1) +-- -+ opp(h — p)

Equations de Yule-Walker: L’équation précédente pour k = g+1,....q+p
donne:

p(q) o plg+p-1) P1 p(p+1)

plq +b -1 .. p(.q) Qp p(p + q)

2.4 Processus ARIMA

Introduction: On considére un processus (X;):ez correspondant & une marche
aléatoire c’est a dire e, ~ BB(0,0?) tel que:

Vit > 0, Cov(ey,Xo) =0

Vi 0, Xy = X1+ ey
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Alors:
t t—1
Xt = XO+Z<€1€ :X0+25t—j
k=1 =0
t t
= X 1+ ng =X_1+ th,j

k=0 =0

+oo

On ne peut pas itérer le procédé car €i_; n’est pas définie, on peut alors
J )
=0
penser a considérer :

(1 — L)Xf = Xt — Xt—l = AXt = &t

Idée: X;~ ARIMA(p,d,q) si et seulement si (1 — L)?X, est stationnaire
alors que (1 — L)4~1X; ne 'est pas (dans le cas de la marche aléatoire, d = 1).

Définition 2.4.1 (X;);>—_pa est un processus ARIM A(p,d,q) en représentation
canonique minimale s’il vérifie une équation du type :

Vt >0, (1 - L)¢(L)X; = p+ 0(L)e;

Et ceci avec :
~¢(L)=1—¢pi1L—---—ppLP ot o, #0
- O0(L)=1-60L—---—04L% 006, #0
- |21 <1 = ¢(z) #0 et 0(z) #0
— ¢ et 0 n'ont pas de racines communes
— &4~ BB(0,062) avec Cov(e;,Z) =0
Z=(X_1,...,. X _pa,€_1,...,6_q) Teprésentant les conditions initiales.

Proposition 2.4.1 (1-L)?X; = Y; est alors asymptotiquement équivalent a un

processus ARM A (donc stationnaire), ce qui signifie que il existe un processus
stationnaire (Zy)iez tel que:

(L) Zy = p+ 0(L)ey

R A

Définition 2.4.2 Si (1—L)%X; est asymptotiquement équivalent a un processus
stationnaire et si (1 — L)¥~'X; ne l’est pas alors on dit que (X;) est intégré

d’ordre d et on note Xy ~ I(d).

Remarque: Si (X;) stationnaire alors X; ~ I(0).
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2.4.1 Approximation auto-régressive d’'un ARIM A(p,d,q)

Proposition 2.4.2 Awvec les notations précédentes, il existe A¢(L), po et h(t)
tels que® :

t
- A(L) = Za?Lj etal =1
=0

— h(t) € RPTIH et lim h(t) =0

t——+oo
t

- A Xy =po+e+h(t)Z = X;=- ZaEXt,j +e+h(t)Z

j=1

Démonstration :

On pose ¥(L) = (1 — L)4¢(L), avec cette notation :
Y(I)Xe =p+60(L)ey dY=p+d,d°0d=q
On effectue la division selon les puissances croissantes a l’ordre ¢ de 1 par 0(z) :
1=0(2)Q¢(2) + 2" Ry (2) ot d°Q; = t,d°R; = q — 1

Ce qui implique:
1=0(L)Q:(L) + L' Ry(L)

Or:
Y(L)Q(L) Xy = Q1)+ Q(L)O(L)e;
—_———
do=p+d+t
= Q(W)u+ (1 — L' Ry(L))e,
Ainsi:
p+d+t
Z CL;—Xt,j = o+ — Rt(L)éfl
=0

En décomposant la somme :

t p+d+t q—1
¢ ¢ ¢
Zant—j = o + &t — Z ant_j _ZTk5—1—k
j=0 j=t+1 k=0
- . d+t
On effectue le changement d’indice £ =t — j dans Z‘;’;L ath,j :

t —1 q—1
t t t
E ant_j = o + &t — E a;_p, X — E TLE_1—k
j=0 k=—p—d k=0

h(t)' Z

1. Ici la notation h(t)’ désigne la transposée de h(t).
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2.4.2 Approximation moyenne mobile d’un ARIM A(p,d,q)

Proposition 2.4.3 En utilisant de nouveau les notations utilisées plus haut, il
existe By(L), p1 et h(t) tels que:

t
= By(L) =) biL et b =1
j=0
— h(t) € RPHIHT ¢ Jim h(t) =0

“+o0

~ Xy = + By(L)es + h(t) Z
Proposition 2.4.4 (CaLcuL DE EX;) Sil’on note my = EX; alors m; vérifie
Y(L)my = p. On obtient ainsi:
1
— une équation de récurrence dont le polynéme caractéristique est zp+d+11j1(f),
z

— une forme générale de la solution (pour p =0 et u #0).

Exemple 1: Si X; — X; 1 = pu+¢; alors my —my_1 = p, dans ces conditions
deux cas peuvent se produire :

— =0 et alors m; = mq Vt;

— Ou p # 0 et alors my = mg + ut Vt.

Remarque:
t
On a vu que: Xt:Xo—l—ZEk sip=0= EX; =EX,

k=1
t

Xo=Xo+pt+ Y epsip#0 = EX, =EXo + pt
k=1

Exemple 2: (1 —L)(1 —@L)X; =&, et alors my = a + [t.
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Chapitre 3

Identification et estimation
d’un modele ARMA ou
ARIMA

Introduction

On observe x1,...,x7T

On suppose que les observations proviennent d’un processus (X;) et que:

— (X¢)tez est un processus stationnaire auquel cas il faut estimer un ARM A(p,q),

— ou (X;) ~ I(d) et est donc non stationnaire ((1 — L)?X; est stationnaire),
dans ce cas il faut estimer un ARIM A(p,d,q).

A faire:
(i) Choix de d
(ii) Choix de (p,q)
(iii) Estimer ¢1,...,pp,01,...,84 (ce qui peut se faire par le maximum de vrai-
semblance sous I'’hypothese que les e; ~ N(0,02) sont i.i.d.) et o2
(iv) Phase de vérification: — ¢, # 07
— @p # 07
— &4~ BB(0,0%)?
Les deux premieres étapes constituent la phase d’identification du processus
et pour vérifier la non nullité des coefficients lors de la phase de vérification il
faudra définir les tests auxquels on aura recours.

Remarque: En ce qui concerne le choix de d on peut procéder de fagon
empirique (en observant les auto-corrélogrammes) ou en effectuant des tests de
racine unité:

Hy:d=1 H;:d=0 — DF (ADF), PP, SP
Hy:d=0 H;y:d=1 — KPSS
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3.1 Premiere phase de ’identification : choix de

d

3.1.1 Approche descriptive

On a vu que:
— 81 Xy ~ ARMA(p,q), les p(h) décroissent exponentiellement vers 0 avec
h (pour h > q)

~ si (X;) est stationnaire pp(h) 2 p(h)

— Sous des hypotheses suffisantes (E(¢}) = cte):

pr(1) —p(1) \ L
ﬁ( ﬁTT(H> o) ) L N(0), VH

Remarque: Si (X;) n’est pas stationnaire, la proposition p(h) décroit expo-
nentiellement vers 0 avec h n’est plus vraie (cf. persistance des chocs).

Exemple: On considére un processus (X;) tel que Xy — X;_1 = & ol
et ~ BB(0,02) et Cov(gs,Xo) =0sit > 0.

Remarque: Supposons (1 — L)X, =¢; et |p| < 1 alors:

“+oo
k
X = Z Y Et—k
k=0
+oo
k
Xiyn = Z Y Et+h—k
k=0

+oo too
X1 = Z <,0k€t+1—k =&t41+ @ <€t + Z <Pk€t—k>

k=0 k=1

Cov(X ¢, Xe1n) Cov (XO + Z;:l £k, X0 + Z;J:f 53’)
plh) = (Var(X)Var(Xeen)) 2~ (VarXo + to2)/2(VarXo + (¢t + h)o2)1/2
VarXo + to?
(VarXg + to?)/2(VarXo + (t + h)o?)1/2
t 1 h
h) # - 41—
Vit +h) \/1+% 2t
La décroissance est lente et linéaire en h. D’oul une regle pratique: Si les

pr(h) restent proches de 1 ou décroissent linéairement avec h alors le
processus est sans doute non stationnaire.

Pour ¢ grand et h << t, p(

3.1.2 Approche par les tests de racine unité

La plupart des tests confrontent '’hypothese Hy : d = 1 (existence d’une
racine unité) & ’hypothese alternative Hy : d = 0 (pas de racine unité). Ils
présentent cependant le probléme majeur d’étre peu puissants. Il existe un test
(KPSS) qui confronte Hy: d =0a Hy : d=1.
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3.1.2.1 Les tests de Dickey-Fuller

Cas 1: Test de Dickey-Fuller simple.
On suppose X; = pX;_1 + & avec comme de coutume &; ~ BB(0,0%) et
pour changer un peu |p| < 1. On teste alors:

Hy:p<1 contre Hy:p=1
(1 - L)Xt = &t AR(].)
marche aléatoire
On a:
T
Z TtTt—1
. t=2
PT = %
> v
t=2

On rejette Hy si pr < cq oU Ph,(pr < cq) = «. On est alors amené & se
demander quelle est la loi de pr sous Hy. En effet sous cette hypotheése (X;)
n’est pas stationnaire donc on n’a pas:

VT(pr — 1) 2 N(0,%)

Cependant on sait calculer la loi de T'p7 sous Hy :
— On sait tabuler cette loi
— On sait déterminer ¢, tel que Py, (Tpr < ¢q) = «
— On rejettera Hy si Tpr < cq
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3.2 Deuxieme phase de ’identification : choix de

p et g

On suppose que l'on a déja déterminé d et on travaille éventuellement sur
Y; = (1—L)%X;. On assimile alors Y; & un processus ARM A(p,q). On se propose

donc de déterminer les valeurs de p et q.

3.2.1 Résultats préliminaires

On a vu que si ¥; ~ AR(p):

r(h)=0sih>petr(p) #0

pi(h) =0si h>pet pi(p) #0
Et si Y; ~ MA(q):

p(h) =0si h>qetp(q) #0
Enfin on sait que si Y; ~ I(0):

Pr(h) 5 r(h)

. P

pir(h) = pi(h)

. P

pr(h) = p(h)

De plus si (g;) est stationnaire & I'ordre 4 (E(e}) = p > +00) alors tous ces

estimateurs sont asymptotiquement normaux.

Remarque: Calcul de p;7 pour Y; ~ ARM A(p,q)

Si ¢(L)Y; = 0(L)eg, on a vu que pour 7; ~ BB bien choisi, le processus (Z;)

respectant 'équation 6(L)Z; = ¢(L)n, vérifie pz(h) = piy (h).
On a:

+oo
Zy=0(L)"¢(L)n = A(L)n, = Zajnt—j
j=0

et: N
o0
Z]‘:o AjAj+n

>0 a?

= piv (h)
On prendra:

. . S o djagn
piv () = pz(h) = £4j=0 2375 th

Y0
ol K est suffisamment grand.
Par ailleurs: 0(L) " 1¢(L)Y; = &
= AL)Y; =¢
=Y ==Y te
Il est possible d’obtenir aq,...,ax en régressant Y; sur Y;_1,...

3.2.2 Choix de p pour Y; ~ AR(p)

3.2.3 Choix de (p,q) pour un ARM A(p,q)
Rappel: AR(p) = ARMA(p,0) et MA(q) = ARM A(0,9).

7}/;571('
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SiY; ~ ARM A(p,q) tel que ¢(L)Y; = 6(L)e; alors Y; admet une représentation
AR(00) donnée par :

+oo
OL) ' G(L)Yy = apYiop =&
k=0

ot ag = 1 et Z:ﬁ% lar| < +o00. Cette représentation peut étre approximée par
un AR(P) pour P assez grand:

P
E arYi—p # €
k=0

De la méme fagon Y; admet une représentation M A(co) donnée par :
+oo
Vi =¢(L) ' 0(L)er =Y brer
k=0

qui peut aussi étre approximée par un M A(Q) pour ) assez grand :

Q
Z bret—r # Yi

k=0

Exemple: Si7r(h) et pi(h) sont significativement non nuls pour h < 3 seule-
ment et si pr(h) est significativement non nul pour h < 4 seulement, on est
amené a estimer un AR(3) et un M A(4) ce qui pousse & choisir un ARM A(p,q)
avec p < 3 et g < 4.

3.3 Estimation

On recherche 'EMV (MLE) sous I'hypotheése que les g; ~ N(0,02) sont
ii.d., on suppose (p,d,q) fixés tels que:

(1= LY (L)X, = i+ 0(L)e,

b N . _ 2
Les parametres & estimer sont w = (¢1, ... ,0p,01,...,04) et 2.
On a recours a des prosedures numériques de maximisation de la vraisem-
blance :

— La valeur initiale _r est estimée par la moyenne empirique de (1—L)?X;.

o(1)
— Les équations de Yule-Walker donnent un estimateur initial pour (1, ... ,¢p):
plg+1) () o plpta-1) ©1
plq +p) plp+q—1) ... p(q) Pp

— On obtient de la méme fagon (64,...,0,) & partir des pi.(h)
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3.3.1 Cas d’un AR(p)
On se place dans le cadre suivant :
ye = (1 — L)Y (x; —m)
d(L)y: = ¢
Yt =011+t + PplYi—p + &t Ex N(0,0?) ii.d.

Yp+1 Y
: suit, conditionnellement a , une loi normale dont la den-
yr Yp
sité s’écrit :

T
1 Yo — (Prye—1 + -+ Ppyr—p)
U Ypt1s--yr|yt, - Yp) = H exp (— PP

2
t=pp1 V2102 20
T
T T o, 1
= Wnl(yps, - yrlyr, - Yp) = -5 In 271'—5 Ino ~5.3 Z [ys—(P1ye—1+ -+ Pp¥i_p)]
t=p+1
La maximixsation de la vraisemblance conditionnelle donne @1, ...,p, qui

peuvent étre calculés en régressant (MCO) y; sur yi—1, ... ,Yi—p-

CLS (méthode approximative) On a:

K(yh e ayT) = E(yp-‘rl’ s 7yT|yla R ayp) X Z(yl? R ayp)

ou:
Y1 70) ... ylp—1)
C |~ N, : - :
Yp Fp—=1) ... ~(0)
VP
Vp étant calculable en fonction de 1, ... ,¢p, il en découle:
1 1 1
Uyr, . yp) = ——= —————e 27 Vp?
o) = o Jae,

z

1 1
max Inl(y1,...,yp) = max ~Pinor - —IndetV, — =2'V,2
02,01, ©p 02,01,...,¢p 2 2 2

Pour plus de détails sur le cas AR(p) on pourra consulter [2].

3.3.2 Cas d’un MA(q)

On considere:
(1- L)%, = 0(1)z,

K:Xt—mtoflIEXt:mt
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g1~ N(0,6%) iid.
9(L>€t =&t — 91&},1 — = qutfq

La vraisemblance du modele est £(y1,. .. ,yrl€0,6-1, - .. ,£—q+1), fonction dont le
maximum doit étre calculé de fagon numérique.
— Soit on suppose €9 = €_1 = -+ = €_g41 = 0 — méthode numérique
— 2°¢ approximation — CLS
— Soit on ne fait pas cette hypothese — méthode numérique
— approximation — ULLS
Pour plus de précisions cf. [1].

3.3.3 Cas d’un ARM A(p,q)
Diverses approximations : MLE, CLS, ULLS (cf. [1]).

3.3.4 Propriétés asymptotiques de '’EMV

On note que \/T( EUQT_MQ > 1o} N(O,( @0 >> Il existe des tests
0 —0 0 «

asymptotiques sur w = (1, ... ,¢p,01,-..,04,1)"

3.4 Vérifications a posteriori

3.4.1 Tests sur les parametres

On désire tester Hy : ¢, = 0 contre I'hypothese alternative H; : ¢, # 0, on

VT (1 — 0p) 2 N(0,Vas(VT@r1,))

©p est significatif au seuil de 5% (asymptotiquement) si:

@T,p
— PP | 51,96
‘ (Vas(1,p)1/2) ‘

[t

T, p ‘
Le méme test s’applique avec 6, & la place de ¢,, on refuse alors Hy (i.e. 8,

est significatif) si [t;, | > 1,96.

Remarque: Econométrie asymptotique :

(X'X)"'X' X'X
it
T T T

B=p+ - Q

!
f& L A | 0,1im (XTX)

Q
Yi = a+bry + &
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b—b

T

L7 (N =-2)
Si ¢, n’est pas significatif (ou 6,) on relance I'estimation en remplagant p

par p — 1 (ou ¢ par g — 1).
Si it n’est pas significatif, on relance I’estimation sans terme constant.

3.4.2 Tests sur les résidus

On se place toujours dans les mémes conditions :
P(L)Y; = p+0(L)e
=YY - oY p=pte — e — - —0gg—q

S& =Y, = a1 = @Yy — it Ore+ o+ Ogeig

Les résidus estimés (& savoir €;) sont-ils compatibles avec I'hypothese de
bruit blanc de ;7 Pour cela on calcule:

pr(E) == D &éi s
l'auto-corrélation empirique d’ordre k de ¢, soit alors:
K
Qx =T pi(é)
k=1
calculée pour K assez grand (K > 12), on montre que si (g;) ~ BB(0,02) alors

L
Qx = x*(K —p—q).
On refuse Hy : &¢ ~ BB au seuil a si Qg > x3_, (K —p—q)

Remarque: @ peut étre éventuellement remplacé par :

K
1
Qi =T(T+2)Y 70t (®)
k=1

3.5 Choix du modele

A Tissue des phases d’estimation et de vérification il reste en général plusieurs
modeles possibles pour représenter les données. Pour choisir un modele on peut
se fier a plusieurs criteres:

— 62 petit

— Critere de parcimonie: p + ¢ minimal

— Critére de qualité de qualité de la prévision (cf. plus loin)
— Critere d’information
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On suppose g; ~ BB(0,0?) i.i.d. On considere fo(z) = f(z,wo,08) la vraie
loi (inconnue) du processus et f(z) = f(x,w,0?) la famille de loi correspondant
au modele ARM A(p,q) estimé. L’écart entre ces lois est mesuré par:

JZ;((Z)) }

Cette quantité est positive (d’apres Jensen) et est nulle si et seulement si f(z) =

fo(z) pes.

En pratique on cherche a minimiser 1’écart entre fy et f. Il existe différentes
fagons d’approximer ce critere d’information :

— AIC(p,q) =Ino? + w critére d’Akaike
— AIC(p.q) =Ino? + (p+ q) 5"
- AIC(p,q) =In o2+ (p+ q)c%

A(f,f()) = EO [—2 In

avec ¢ > 2, critere d’Hannan-Quinn
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Chapitre 4

Prévision dans les ARM A et
les ARIMA

Introduction

On suppose (p,d,q) connus. on remplacera (©1,...,@p,01,...,0q4,1,02) par
leurs estimateurs.

A la date t, on suppose 1, ...,r; observés, faire un prévision a ’horizon H
c’est prévoir T4, ... ,TrH-

— On peut réaliser une prévision optimale, c’est a dire faire comme si les
T—) €taient observés pour tout k£ > 0, on obtient alors

— Ou une prévision approchee
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