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Introduction

On suppose X; ~ ARMA : ®(L)X; = p+ 6(L) canonique minimal. On est &
la date t et on cherche les meilleurs prévisions possibles pour (x¢41,...,Zirh),
prévision a l’ordre h.

— prévision optimale de x41p, a la date ¢ : EL(z444|2¢) ;

— approximation de cette prévision : je ne connais en effet pas les x; jusqu’a

t = —oo0.

On suppose que les coefficients de ® et de 6, ainsi que p sont connus. En
pratique, ils seront remplacés par leurs estimateurs.

Remarque : un probleme particulier est celui de la mise a jour : ayant fait mes
prévisions en t, comment les réutiliser quand je suis en t+1. Voir le Gourrieroux-
Montfort.

Définition 1 (Fonction de prévision). C’est la fonction qui, a la date ¢,
associe a h la prévision optimale de z41p = EL(2¢yp|zy).
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2 1 PREVISION DANS UN AR(P)

1 Prévision dans un AR(p)
Notation 1.1 (prévision optimale). On note : ,z},;, = EL(2¢4|2¢)

Soit : x¢ = 4+ 1241 + -+ + PpTe_p + € canonique. On a :
— Aurang 1:

Tip1 =P+ ©10¢ + -+ PpTep1—p + €41

t$f+1 = EL(%H\E) =p+ 10+ + PpTeyr1—p

Cette prévision est calculable a partie des observations.
— Aurang 2 :

Tiyo = U+ Q101 + -+ PpXrroa—p + E¢42
tx:+2 = EL($t+2|ﬂ) =+ ‘P1t$r+1 + OpTio—p
— Aurang h :
Tiph = B+ P1T¢4rn—1+ -+ PpTtth—p + Et+n
h—1 P

* *
tTepp = H T Z Ot Tyqp T Z PrTt+h—k
k=1 k=h

Cette prévision s’obtient donc par itérations successives.

Notation 1.2.

p
w+ Z PrTi—k + €t

Ty =
k=1
P
Tiph = pt g PrTt+H—k T Etth
k=1
P
1T, = pt E ki Tyy gk AVEC Ty yp p = Tipn—k SL k>R
k=1

On peut aller plus vite si on sait résoudre les équations de récurrence :

(L) =p+er < O(L)(xs—m)=¢; p= %
On pose : y; = (v; —m), et on a : Yian = ¢ Tipp — M.

O(L)yi4n = €140 = ®(L),yi1, = 0 avec la notation (1.2)

D’ou I'équation de récurrence d’ordre p :
(L) Yitn = ¢ Yign — Z k=10kyinr =0

Son polynéme caractéristique est zP® (1). On obtient ainsi les ,y;, ), & partir de
la forme générale de la solution, les y; fournissant les conditions initiales.



Exemple 1.1.
(l1—pLl)z;=p+er < (1— L) (s —m) =¢;

On pose yy = x¢ —m, et on a alors : (1 — L)yl =0y ) = O ¥iin 1
d’ott la solution générale : ,y;, , = oy

Donc : ,x},, =m+ ¢"(z; —m)

On ne va certes pas beaucoup plus vite qu’avec une récurrence ici, mais avec
des polynomes plus complexes, cette méthode peut étre bien plus rapide.

Exemple 1.2.
(1—9L)zy=e = (1 —pL)*,2}.,=0

D’ot1 une solution générale de la forme : P (ah + b).
On détermine les coefficients en utilisant les conditions initiales :
—h=0:b=ux;
— h=1:9(a+b) = ,xf,| = 2¢x+pr; 1 — sachant b,ona:a = x;—pr;_1.
Ainsi : x7,, = " ((h+ 1)y — phay_1)

2 Prévision dans un MA(q)

zp=m+0(L)es,=m+e —bret —1— - — 044

Cas h>q

Tiph =M+ €epn — O16e40h—1 — = 0gEt4h—q

avect+h>t+h—-1>--->t+h—qg>t.
Dot xy, ), = EL(ziqn|2y) = EL(m +epn — br€i1n—1 — -+ — bg€tn—q) €t
donc :

o _
tLepp =M

Cas h<q
1T = EL(zipn|zy)
= EIL(m + Et+h — 015t+h71 — e — 9h5t — e — 9q€t+h7q|ﬂ)
= m+0—9h€t—"'—9q5t+h,q

Cette forme théorique est inutilisable dans la pratique, faute de pouvoir
observer les £;. On va donc utiliser la forme AR(o0) :

+oo
OL) Yz —m) = & = (L)™' = Zak,ao = 1,Z\ak| < 00, donc
k=0

—+oo +oo

Zakxtfk_,u""'ft & xy :M_Zakxtfk‘f'fta ol [ = gty -
k=0 k=1
D'ou :



4 2 PREVISION DANS UN MA(Q)

- h=1
+oo
Tl = p— E OkTt—k+1 T Et41
k=1
+oo
N = E 0
tTe41 = H— QxTt—f+1 T
k=1
—h=2
—+o0
Tiy2 = M —Q1Tgq1 — E ApTi—k+2 + €42
k=2
—+o0
¢Tiig = M= 01Ty — E rTi—g2 +0
k=2
— Cas général :
“+o0
Ti4h = MH— E OpTt—k—h T Et+h
k=1
+o0
¢ T, = Mt E ak; i, + 0 avec la notation (1.2)
k=1
h—1 “+oo
* _ *
tLi4n = H— E Akt Tpph—k — E Ak Ti4h—k
k=1 k=h

Pour h < ¢, on peut s’intéresser a la prévision approchée. En effet, je n’observe
pas les x5 pour un nombre fini de périodes (je ne peux donc jamais remonter
jusqu’a l'infini). On calcule donc une approximation ;Z;4, n’utilisant que les
valeurs observées de z;_j.

Exemple 2.1.
+oo t “+oo
*
tTe4p1 = H— E AkTt+1—k = U — E AkTt+1-k — E Tt+1—k
k=1 k=1 k=t+1
=tTt41 non observé

Erreur de prévision Quelle erreur commet-on en considérant ;T;11 au lieu
9
de ,x} 7

—+oo —+oo

+oo
> armk|| < D larlllzslla < (v(0)+m?)® > faxl

k=t+1 9 k=t+1 k=t+1

N

En effet, |z, = E(x?) = 4(0) + m2 Or, dsumi=%, |ag] " 0. Do le
résultat.
POur t/m\t+h N

+oo

@ pn = p+ E t+h—lagax i yn—n — g ALTith—k
k=1 k=t+k



Définition 2. On définit donc T+, comme :

tTepn = pH— Z t+h—lapZisn—k

k=1
t+h—1

h—1
= M—E Ak tTi+h—k — E A Tt+h—k
k=1 k=h

3 Prévision pour un ARMA(p,q)

3.1 Prévision optimale
On utilise la forme AR(c0) :
O(L)xy =p+0(L)es
(L) (i — ) = O(L)ey
O(L)~ 0(L)(we — ) = &
(L)1 (L) () = po + ¢ o = %

D’ou :
+ o0 “+ o0
Zakl‘t—k =W teEr =T = Z pTt—k + Mo + €t
k=0 k=1

On va donc faire comme dans le cas d'un M A(q), sauf que les prévisions ne
seront pas constantes a partir d’un certain rang :

+oo h—1 “+o0
* * *
tT t+h = U0 — g QktT t+h—k = Mo + E Akt t+h—k — E ApTi+h—k
k=1 k=1 k=h

La prévision optimale se calcule de maniere itérative.

3.2 Prévision approchée
De méme que pour le MA(q), si s > 0,

t+h

tTt+h = MO—E AktTt+h—k
k=1
t+h

h—1
= Mo — E QptTe4h—k — E ArpTt+h—k
k=1 k=h

On le calcule par itérations sur h.

3.3 Equation de récurrence

O(L)(zy —m) = 0(L)ey m= 3y

Q(L)ys = 0(L)er <y = —(Qrye—1+ -+ 0pyi—p) + &t — (01601 + - -+ 0461—¢)
Sih>q,

Yirh = —P1Yerh—1—" " —PpYirh—pTeiter p p=biep L p 1= —beEp L g

>t >t >t
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Donc,
Y"1 = EL(Yeynlye) = EL(241n|21)
= Y n = —P1Y pho1 — 0 — PptY e 0

Les (y*;,;, vérifient donc I'équation de récurrence : ®(L)(;y*;,,) = 0 de po-
lynéme cractéristique zp<I>(%). Pour h > g, on connait la forme générale de
+Y* ¢, p en fonction de h. Ils peuvent étre explicités avec p conditions initiales
(observations ou prévisions). On a donc (&% = 1y*; 1y, + m.

On peut montrer par ailleurs que pour h > ¢, les 1y, vérifient la méme
équation de récurrence.

4 Prévision pour un ARIMA (p, d,q)

& Y(L)xy = p+60(L)e
< (L)@ —me) = 0(L)e
& U(L)yy = O(L)e:

avec my = E(xy).

4.1 Prévision optimale
Une prévision optimale de z;_j, sera de la forme (prévision de yi1p + miir).

Pour les ARIMA, on a vu qu’on devait se donner les conditions initiales :

Z = (173707 sy L—p—d+15€05 - - - ag—q-‘rl)'
On a alors :

ty*t+h = EL(yt+h,|yt7 -5 Y1, Z)
Approximaion AR :

t—1
yo=— ; ajy—j +9'(HZ  avec lim g(t) =0
Approximation MA :
t—1
Y = z;) bjer—j —g'(t)Z  avec lim §(t) =0
i=

On montre que L(yt,...,y1,2) = L(et,...,€1,7)
On a alors :

t+h—1
Yt+h = — Z ajYirn—j + gt +h)Z
j=1

W ivn = EL(Wesnlye, - 01, 2)
t+h—1

= = 4t t+h)Z

Jj=1

On retrouve ainsi un calcul itératif, problématique car il faudrait calculer expli-
citement g.
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4.2 Prévision approchée
On définit la prévision approchée comme :

t+h—1
tYt+h = — E AjtYt+h—j
Jj=1

En effet, tl}l-ipoo g(t)=0.

On peut donc également le calculer par itération sur h.
4.3 Equation de récurrence

Y(L)y: = 0(L)es
Y(L)yy = eppn —O1604h—1 — - — 0gEtrn—q
Donc, si h > q,9¥y*;,,, = 0. Les ;y*;,, sont solution de I’équation de récurrence
dont le polynéme caractéristique est zp'*‘d%, ce qui permet de les exprimer en
fonction de h. On peut remarquer que 1 est racine a 'ordre d de ce polynome.
+y* 141, est ainsi déterminé si on se donne p + d conditions initiales.
On montre de méme que les ttAHh vérifient la méme équation de récurrence.

5 Mise a jour des prévisions

La modélisation multivariée prenant de plus en plus d’importance, il est in-
utile de connaitre toutes les subtilités de I'univariés. Pour caux que cela intresse,
cf. Montfort-Gourrieroux.

6 Intervalles de prévision

6.1 Erreur de prévision

Définition 3 (Erreur de prévision). On définit erreur de prévision a ’ho-
rizon h comme :
et(h) = Tepn — 124

Il va s’agir d’exprimer 'erreur de prévision en fonction des €.

Cas MA(q)
- Sih>gq,
T n = M
Tigh = Men —O1€pn—1— - — 04€14h—g
=e(h) = eppn—O16p4n1 — - — O4€t+h—q
- Sl h < q,
Terh = MFerpn —bicein1 — = 0g€t4h—yq
(T = m—Opgp — - — 9q€t+h—q

= et(h) = &t+h — 01€t+h—1 — = 9h—16t+1
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Cas AR(p) ou ARMA((p,q)
O(L)xy = p+0(L)e,

La prévision optimale a été calculée en utilisant la forme AR ; on peut aussi
calculer l'erreur en utilisant une forme MA (oc0) :

+oo

:m—l—q)(L)_lﬁ(L)Et:m—l—ZbkEt_k,m— (ID( ,bo =1, Z|b;€‘ < +00
k=0
Ti4h = M+ Zz:(j) bretrh—k
1Tt =M :_ i Th brettn—i
-1
et(h) = ko brEtth—k

Cas ARIMA (p,d,q) (L) = u+0(L)ey, avec (L) = (1 — L)4®(L). On pose
ye = v — E(zy), dott (L)y, = 6(L)ey

On utilise une approximation MA :

ye = > b +i(t)Z
trh—1
Yern = Y bieng +gt+h)Z
=0
W en = ELWnlye, - y1,2)
t+h—1
= Z bijcoyn—j + gt +h)Z
i=h
= e(h) = Tepn — T h = Ypph — Y n
=ei(h) = Z biciin—j
=0

C’est la méme forme que précédemment.

6.2 Intervalle de prévision

Donc, dans tous les cas,

h—1
h) = Z bj€trh—;
3=0

On a alors :

Sous une hypothese de normalité des (g;), on a e;(h) =~ N | 0,02 Z b? ,
§=0

ot les b; sont des fonctions connues des parametres du modele. En pratique, si

les parametres (I, @1, ..., Op, 01, .. 9 ,02) sont estimés, on peut calculer les b2
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associés. Commes les estimateurs des parametres sont convergents, les bf le sont
aussi.
On a donc une loi théorique :

Tirn — 1T 14 ~ N(0,1)
h—1 b2 ’
TV 2ej=1 7]

Comme les estimateurs sont convergents,

Bt~ £
—~ h—17 ’
J\/ijl b?

D’ou les intervalles de prévision au niveau 1 — «

— Théorique :
i h—1 h—1
12 ph —UI—2 0 E b?; 1 FUI—2 0 E b?
j=1 Jj=1
— Estimé :
i h—1 h—1 |
* ~ 72, % -~ 72
tT f4h — UI—9O E bj,tx t+h T UI—20 h
i=1 i=1

— En pratique, on néglige V(4Z¢1p, — ¢2*¢4n), qui tend vers 0, donc :

h—1

~ ~ A2. ~
tTpph —UI—20 E b tZeen +ur—g
=1




