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Introduction

On peut s’intéresser aux généralisations vectorielles des MA et des ARMA.
Mais en pratique, on s’est souvent ramené dans le cas univarié a des processus
AR. C’est d’autant plus le cas dans les processus vectoriels, ou les VARMA
donnent lieu & des caculs de polynémes matriciels. On va donc considérer prin-
cipalement les processus VAR, généralisation vectorielle des processus AR. Ce-
pendant, on évoquera des processus VMA (co) dans le cadre d’une généralisation
du théoreme de Wold.

Les modéles VAR servent a la prévision, au test de relations entre variables,
sans modélisation économique a priori, car on ne sépare pas les endogenes et les
exogenes.

Exemple 0.1. On peut réaliser des tests de causalité (mal nommés), des tests
d’exogénéité, de modeles structuresl.
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1 Processus vectoriels stationnaires

1.1 Définition et propositions générales
Définition 1 (Processus vectoriel). (X;):cz est un processus vectoriel sta-
tionnaire & valeurs dans R" signifie qu’il s’écrit :
Tt
Xt =
l'n,t
ou les (x;¢)rez sont des processus a valeurs dans R.

Définition 2 (Processus vectoriel stationnaire). (X;):cz est un processus
vectoriel stationnaire s’il vérifie :

(i) E(Xy)=m, Vtelk
(ii)) V(zy) =Ty VteZ,ou:

V(z:) = E[(Xi—m)(Xe —m)']
= (Cov(wir,xjt));
= (0i4t)i;
(iii) E[(X: — m)(zeen —m) ] =~(h) VteZ
Remarque.
E [(X¢ —m)(Xepn —m)’]
Tyt — M1
=E (‘Tl,t"rh —Mi,...,Tpt+h — mn)
Tn,t — Mp
= [E((zi,e — mi) ()40 —my5))]; 5
= (Cov(wit, xjt+n))ij
On a donc :

Vt € Z,9(i,7), Cov(ie, xj1—n) = vi;(h)

Proposition 1.1. (X})iez stationnaire = Vi € [1,n], (x;:) stationnaire.
La réciproque est fausse.

Démonstration.
(i)
]E(JULt) mq
E(x’mt) mpy
(i) (X:) stationnaire < Vt,Y(¢,7), Cov(x;t, xjt—n) = vij(h). Sii = j, on a
bien : V¢, Cov(x; ¢, i t—n) = vi(h), donc (x; ) est stationnaire.

Exemple 1.1 (Bruit blanc vectoriel). X; ~ BB(0,Q) ssi :
(i) vt,E(X;) =0
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(i) Vt,V(X,) = Q
(iii) V£, VA # 0, E(X,, Xy—p) =0

Exemple 1.2 (VMA(1)). Soit &; ~ BB(0,9Q) : X; = &t — Aey_1, ou A €
M, (R). Vérifions que (X;) est bien stationnaire :
(i) E(zy) =E(g, — Agy—1) =0
(i)
V(Xy) = E(XeX)) = E[(er — Aer1)(et — 1, A")]
= Elee}, — Aey_16, — e} A+ Aley_1e, | A']
= Q-Ax0-0xA + AQA
(iii) Soit h ;é 0:
(( A&‘t 1)(6 —1 — Et— 2A/)) = —AQ
h>1 E((ey — Agy—1)(es— h—sthlA):O
h=-1 E((e; — Aey_1) (141 — et4d’)) = —QA
h<-1 E(( AEt,l)(EtJrh — Et+h,1A/)) =0
On note que : I'(1) = —AQ = [['(-1)]

Proposition 1.2. Si (X;)iez est stationnaire, alors, Yh € Z,T'(—h) = [['(h)]’

Démonstration.
L(h) = E[X;—m)(Xi—n —m)]
L(=h) = E[X;—m)(Xesn — )’%

[(Xi—p —m) (Xt —m) /par stationnarité
([(Xe = m)(Xp—n — m)'] )
= (E[(X; —m)(Xipn —m)]) = T(h)

[
Remarque. 1. T'(h) = (i, (h))1<ij<n, U vij(h) = E((xi — mi)(zj—p —
m;)) = Cov(wiz, Tj—n)
2. I'(h) = E(X, X;_), —mX,_, — X;m/ + mm') = E(X, X]_,) + mm’
Proposition 1.3. Soit (X;)icz stationnaire, (A;)icz une suite de matrices nxn
non aléatoires, telles que Z |A;] < +o00. Alors,

i€z
-Y = ZAiXi est défini presque sirement pour tout t, et appartient a
i€z
CHQM (Q’A’ P) ;

- (Y3) est stationnaire ;

SE(Y) = (YA | mx

i€Z
~Ty(h) =Y ATx(h+j—i)A]
(2%}
Démonstration. Ce sont des applications du théoréme de Fubini. On ne
donne donc ici ge I'idée de la démonstration, qui est laissée en exercice :

2
- fyz'z,tdp =/ (Z]‘ aidxj,t—k) dP < 400
- ]E(Y;) =E (Zk AkXt—k) Fugini Zk: E(AkXt—k) = Zk Ak]E(Xt—k)
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L) = E(¥ - m)(Yiow —my)) /
= E [(Zk Ap(Xi—p —mx)) (Zj Aj(Xe—p—j — mX)) }

fubini Zk,j E[Ap( Xk —mx)( J(Xt*j*k —mx))]
= 3k ARE[Ap(Xi—k — mx)(Xi—jor — mx)'] 4]
> Al x (G +h — k) Aj

[
Remarque. En général, ||A|| = max;cpi (A (4°A))/2, ot A;(A’A) est une va-
leur propre de A’ A, supérieure & 0. On a alors : Vo € R", || Az| < ||All||z|| pour
))? =327
Définition 3 (Processus VMA (00)). Soit e, ~ BB(0,9Q), (Ar)rez, >k [[Ak]| <
+o00. Alors, Y; = ZAkst_k suit un processus VMA (00).

k

Exemple 1.3. Y, = Z::o?) Aper—g, Ao =1, 3 | k]l < 400

1.2 Densité spectrale d’un processus vectoriel stationnaire

Proposition 1.4. Soit e, ~~ BB(0,9Q), X; = +Z Arei_i, Z | Akl < +oo.
kEZ

Alors, Z ITx (h)|| < 400

Définition 4 (Densité spectrale). La densité spectrale de (X;) est I'appli-
cation :

[-m 7] — Mn(C)
w — Sx(w)

Avec :

h€EZ

Proposition 1.5. Ainsi définie, la densité spectrale vérifie les propriétés sui-
vantes :

(i) Densité spectrale d’un bruit blanc : e, ~ BB(0,Q) = S.(w) = 5=
(1) Si X¢ = D) Arer—i, Yo = 205 BiXe—j, D0 [ Akl < 400,375 [|1Bj]| < +o0,
alors, 3(Cy)i/ Y, = 3, Cigr_; et Sy (w) = B;(e)Sx (w)B(e™)
Démonstration. On remarque que : Y; = B(L)X;, avec B(L) =}, B; L7,
B(e™) = > Bje™i et B(ew) = > Bje™™J puisque By € M,(R)
Le reste est similaire a la démonstration dans le cas univarié. m

Théoréme 1.6 (Théoréme d’injectivité). Soit X; = >  Ajer—j, ou &y ~
BB et >, ||A;jl| < +oo. Alors,

I'x(h) = /7T Sx(w)e “dw

—T

Démonstration. C’est une application du théoréeme de Fubini, comme en
univarié. m
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1.3 Innovation et théoréeme de Wold

Rappel. Soit (x;)iez un processus réel stationnaire, e, = xy—x; = x—EL(x¢|zi—1) =

Tt — PHtil(.'L't), ol Htfl = E(l,xt,l, . )

Ici, Xy = (z1,4, ..., @n,e) Aladatet—1,les x14-1,...,%n ¢—1 SONt SUPPOSES
observés.
Dans le cas des processus vectoriels, on va considérer Hy = L(1,Z14,...,Tnt),

sous-espace vectoriel fermé de L2 (2, A, P).
Remarque. X; € L3.(2, A, P)

Définition 5 (Prévision optimale de X; a la date ¢t — 1).

x’it ]EL(:CLtHa Tl t—15--- ,l‘n’tfl) PHt71 (il,t)

Tn,t E]L(zn,tua xl,t—h e 7In,t—1) PHt_l (xn,t)

Définition 6 (Processus des innovations de (X;)). On définit le processus
des innovations (g;) de (X;) comme :

Et = Xt — Xt*
ce qui revient a :
€1t
g = ou Vi € ﬂl,n]],si’t =Tt —]EL(LEZ'”].,iELt,h...,"Enytfl)
EN,Y

Notation 1.1. Dans ce qui suit, on note £;(X,) = H; = L(1, Tlt1y--e s Tnt—1),
X;k = E]L(Xt‘Xt_l) et e = Xt — EL(Xt‘Xt_l)

Comme on se sert du passé de toutes les variables pour faire la prévision de
chaque composante, il est clair que V(Pg, , (z1,+)) < V(EL(2¢|2i—1)
On applique le théoreme de Pythagore :

V(z1,s — EL(214|X¢—1)) < V(EL(21,¢|21,6-1))

z1,0 — EL(x1,4|Xi—1) = €10 # mye = EL(x1¢|@1,0-1)

Proposition 1.7.
Vi, 7 € [1,n]Vk > 0,€i0Lxj ik
ce qui équivaut a :
Vi,E(Ei7tl‘j7t_k) =0
L2
Démonstration. Eit = Tit — EL($i7t|Xt_1) 1L H_1 m

2 . . 7 . N 7 .
Remarque. 1.7 signifie orthogonal au sens de L2, et équivaut & la non-corrélation.

Proposition 1.8 (Optimalité de la prévision optimale). X} est la prévi-
sion optimale de X; parmi toutes les prévisions linéaires en fonction du passé
des -1, c’est-a-dire que V(X — X}) est minimale au sens des matrices sy-
métriques. R

En d’autres termes, si X; est une prévision linéaire de X;, V(X — X[) <
V(X, — X;) au sens des matrices symétriques.
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L(Xi-1)

Fi1G. 1 — Plans de projection en dimension 2

Rappel. Soient A et B € M, (R) symétriques :

B>A ©B-A>0 &©VreR" 2/ (B-Az>0
B>A ©B-A>0 &VzeR, ¢/ (B-Ax>0

Démonstration de ’optimalité. Soit X; prévision linéaire de X; s’ex-
primant en fonction des x;;— :

V(X = Xo) = V(X — X))+ (X) — X)) =
V((Xe = X7) + V(X7 = R0) +E (X = X7)(X7) + (X — KX, - X |

E[(X0 - X)X = X = Bl — i) @)y~ Fpe Nag =0
— ~~~ S~

LH; €L(Xi—1) EL(Xt—1)

Symétriquement, E [(Xt — XX + (Xt — X)) (X, — X5 =0
Ainsi,
V(X = Xy) = V((Xe = X7) + (X7 = Xp) = V((Xe = X7) + V(X — X0)

Or, V(X; — X,) matrice symétrique positive, donc V(X, — X;) > V(X, — X;) au
sens des matrices symétriques. Or, V(X — )A(t) est symétrique définie positive
sauf si X = X,.
Donc : N R
X £ X; o V(X — X)) > V(X, — X7)
|

Corollaire. Yu € R", la prévision optimale parmi les prévisions linéaires en
fonction de X;—1 de w'Xy =Y 1| witiy

(i) est u' X} ;
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(i1) en particulier, x}, est la prévision optimale de x;; parmi les prévisions
linéaires en fonction de X;_1.

Démonstration. V(X; — X}) < (X; — )A(t), donc Yu € R™, U # 0,

V(X — Xy) — V(X — X7)]u >0
S u'V(X — Xu —u' V(X — X )u >0
S VWX, —u'X,) - VWX, —u'X7) >0

X[+ est donc optimal pour toute combinaison linéaire des x; ;. Pour u = ¢;, on
a le second résultat. m

Théoréme 1.9 (Théoréme de Wold en multivarié). Soit (X;)icz processus
vectoriel stationnaire, (€¢)iez le processus des innovations de (Xy).
Alors,

I(Ci)ren, Co=1I, Y [Cil <400 tel que
!
+oo
Xt =mx + ZCket_k

k=0

1.4 Convergence des moments empiriques

Définition 7 (moments empiriques). On définit la moyenne empirique comme :

1 X
m=Xr=— E X,
T
t=1
et I'auto-covariance empirique comme :

(Xe — X7)(Xo—p, — X7)'

=)
e
=
[l
N
| —_
>
i
=M=

Proposition 1.10. De fait du théoréme central-limite, ces estimateurs ont les
propriétés suivantes :

1. i et TX(h) sont des estimateurs convergents en probabilité de mx et de
I'x (h) ;

2. Si de plus (g¢) est stationnaire a odre 4,

VT(X7r —mx) 2 N <0, > FX(h)> = N(0,27Sx(0))

kEZ

2 Processus VAR stationnaires

2.1 Définition et propriétés générales
Définition 8. (X;):cz est un processus VAR d’ordre p si et seulement si :

1. (X}) est stationnaire;
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2. 1l existe e, ~» BB, ®; € M, (R),j € [1,p], D, # 0 tels que :
Xt = U + q)lXt—l + -+ épXt—p + &¢
On note aussi : (L) Xy =p+e, o0 (L) =1 —-PL—--- — D, LP.

Remarque. Soit (X;) VAR tel que ®(L)X; = p + &;. Il existe des solutions non
stationnaires en espérance vérifiant la méme équation. Il suffit pour le montrer
considérer (Y;) déterministe tel que ®(L)Y; = 0, et de considérer Z; = X; + Y.

Proposition 2.1. Si det(®(2)) a toutes ses racines de module strictement su-
périeur o 1, l"équation Phi(L) = p+ &; admet effectivement une solution sta-
tionnaire.

Remarque. ®(L) =1 —®1L —--- — ®, L7 = (p; ;(2))i,;
Si @y = @Zj, alors
pii(2) = 1—pjz——pf 2P
pij(2) = —XhowiZ, iF

det(®(z)) est donc un polynoéme en z de degré tres élevé : n x p.

Démonstration de la proposition. Soit ®(L) =1—-®1L--- — $,LP =
(¢i.)ij Soit @(L) la transposée de la matrice des cofacteurs de ®(L) : ®(L)P(L) =
O(L)D(L) = (det(®(L))I,. ®(I) est donc inversible ssi (det ®(L)) est inversible.
Dans ce cas, (L)' = (det ®(L)) '®(L).

Si det(®(z)) a toutes ses racines de modules strictement supérieur & 1, on
sait que :(det(®(2))) = [I/2,(1 — A\;2) avec |A\;| < 1. Dans ce cas, 3(ax) tq

(det @(2)) "' = 32020 anz®, ap = 1, 3 |ag| < +oo.

Alors, ®(2)7! = ( it akzk) ®(z). Pour les mémes raisons, il existe Ay
telle que ®(L)~' = >/ 75 Ay L”.
On a alors :

q)(L)Xt =u+e & X = @(L)_l(ﬂ+€t)
& Xy =(2(1) 'u+ (L) e

& Xo= (T A) 1t S5 v

Ainsi défini, (X;) est bien une solution stationnaire du modele. m

Remarque. Si det(®(1)) = 0, on peut montrer que (X;) est non stationnaire, et
®(1) est lié a la dimension du sous-espace de co-intégration.

Remarque. On ne s’intéresse pas au cas ou det(®(z)) a des racines de module
strictement inférieur a 1.

Proposition 2.2. Soit (X;) ~»VAR(p) tel que ®(L)X; = p + €;. On suppose
que |z| <1< det @(z) # 0.

Alors, (1) est le processus des innovations de (X;), L(g¢) = L(X¢).

La représentation ®(L) X, = p+ € est la représentation canonique de (X;).

Démonstration. On sait que Xt = m + A(L)e; avec m = (3, Ax)u =
(1), A(L) = 30, ApL®, Ao =1, 3 [[Awl| < +o0.
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On a alors : e, = ®(L)X; — u, donc

4 n
Vie[l,n],eir =it — Z Z‘pﬁjmj,tfk — Wi
k=0 j=1 _
= &it € E(lazi,taxj,t—kv_k € [1,p]) C L(Xy)
= L(Lene,....ent) C L(Xy) B
= L1, 1tk en,t — k) C L(Xy,) C L(X)
= L(et) C L(Xe)

Xe=m+ 3,20 Arermr =m+er+ sy Arcioi
Ty =my; + it + Zk>1 Aper—i € L(gr)

On montre de méme que £(X;) C L(g;), et donc que

L(X;) = L(et)

P n
k
Tit = Mi +Ei¢ + E E Pi,iTjt—k
k=1 j=1

P n
v}y = EL(wia|Xi1) = pi + EL(ei | X)) + )Y 0 5.0k
k=1 j—1

Comme &, ~ BB, EL(e; +|X¢—1)L(g;¢|€it—1) = 0, donc :

o —
Tiy = Tit —Eit
— *
= Eit = Tt — Ty
==X — X/

2.2 Prévision d’un processus VAR stationnaire

Prévision optimale Soit X; tel que ®(L)X; = p + &, avec 2] < 1 =
det ®(z) # 0.

Xe=p+P1Xi 1+ +0,X, p+e  avec ; € M,(R)

X = EL(X41]Xe)

X1 =p+P1 Xp +- + P, X411 p + 6111

= EL(X1| X)) =p+ P X + - + P, Xe 11 + 0 car g est I'innovation
P

Donc X/, = pu+ Z Dp X1k
k=1
Comme dans un AR, on a alors :
KXir2 =p+ P1 X1 + P2 Xy + -+ PpXyi2p + 142
X o=+ P X + P2 X+ -+ P X0

teira = Xpyo — 1 X p0 = ©1 (X1 — 1 X 41) + 6142 = Pr641 — €142
Donc V(t6t+2) = V((blgtJrl - 5t+2) = @19(13/1 + Q
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De maniere générale,

Xivn =042y PoXovn—r + €t4n
X =0+ Pre X ik

avec la convention ; X ™y = Xepn—r si b < k. La prévision optimale se

calcule donc par itérations successives sur h.

Régions de prévision Supposons g; ~ N (0, Q).
AIOI'S, tCt+h ™7 N(07 Vh)

€1,t+h
tet+h = :

En,t+h

Il y a donc deux manieres de déterminer la région de prévision :

1. Composante par composante :
. h
Vi€ [1,n],eiten = Tiern — 1275000 ~ N(0,07;)

On a alors un intervalle de prévision au niveau 1 — o pour ;5 de la

forme :
* h * h
[tﬂ? itth = Ul—a/27/0p it it+h T Ul—a/2 V om}

2. De maniere globale : la détermination d’un région de confiance pose en
effet probleme, car :

Xt+h — XyX*t-i-h ad N(O, Vh)
& (Xepn — Xy X 0in) Vi N Xegn — Xy X" 14n) ~ X2 (n)

La région de confiance globale est donc un ellipsoide dans R™ :

X1 Intervalle de confiance
composante par composante
Intervalle / | Intervallede
de confiance confiance global
pour X2

Intervalle de confiance podr X1 X2

F1G. 2 — Intervalles de confiance



x1,3

1,17
2,3

T2, T

11

3 Estimation d’'un modele VAR sous I’hypothese

de normalité

3.1 Ecriture du modéle

Exemple : n=2,p=2

21 ) ( T1,t—-1 >+
2 T2 t—1

o
¥ 1,1
02,1

On a en fait deux modeles linéaires :

01,2
022

(
)

1 di ) ( T1,t—2 )_,_(
co dp T2 t—2

(M) @i =p1 +a1x14-1 + 1o -1 + 1812 + d1To2 -2 + €14
(M3) s ot = p1 + aox14—1 + baa 1 + Com1 4—2 + do%o1—o2 + €9,

1l ’agit d’un modele de régressions empilées (SURE).
Supposons que les observations commencent en t =1 :

1 z9 T2,2 1,1 T2,1

1 2171 Tor-1 Tir-2 ToT-2

1 x1,2

Cette expression s’écrit de maniére condensée :

B €1
2)+(2)

(n)=(%

7))+

et
J1,1 0 02,1 0
v( & 0 o11| O 021
E2 01,2 0 02,2 0
0 0'1’2 0 0'2’2
Cas général
k k
T1,t H1 p P11 Pin
Xe=| o= ¢ || z
k=1 k k
Tt Hn Qpn,l Qon,n

2,2

g

1,1

1 zi7-1 Tor—1 TiT—2 T2T—2

01,1 01,2
021 022

T1,t—k

Tn,t—k

2,1

) ® Ir_o

€1t

En,t

H1
ai
by
C1
dy
M2
az

C2
da

E1,t
€2t

€1,3

€1,17
€23

€2,T
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On a donc les modeles :
P n
(M) @i = pu + Zzsoﬁjxj,tfk +eie
k=1j=1

Si les observations commencent en t =1, on a :

X1 Z 0 ﬁl €1
L] = - R
In 0 Z ﬂn En
avec
1 =z, 0 npp .. T ... Tpa
7 =
1 rir-1 --- Np7-1 --- T1T—p --- ITnT—p

et B; = (i, 90?,1’ cel wﬁn, - gpf,l, ey cpf’n)
€1 oidr—p .. oipdr—y
\Y : = :
€n onilr—p .. onnlr—p
On peut ainsi écrore le modele VAR
r=XB+¢

avec X =1, @ Z et V(e) =X ® Ip_p.
Le théoreme de Zellner dit :

=, ®Z)+e V() =X I
Bl,MCO

= /@MCQG = BMCG = BMCO = : =p
Bn,MCO

11 suffit finalement d’estimer les MCO dans chaque modele (/;).

3.2 Estimation du modele empilé

Proposition 3.1. B vérifie les propriétés suivantes :
(i) E(B) =5

(i) V(B) = 2 (2/2)"

(i) B est efficace

Démonstration.
(i)
B (Z'2)1 2" 2,
B = : = : =, ®(Z'Z)'Z")x
beta, (2'2) 12",
B = (Lo (Z2)7'2)(I.®Z)8+¢)

(In

(I.®(2'2)7'2'2)B + (In® (2'2)" Z')e
B+ (I ©(2/2) 2
E

-~

(B)=p



3.2 Estimation du modéle empilé 13

(i)

V) = ,e(Z'2) 12V Elr—p) I, @ Z(Z'Z)7h)
= Y@ Z'2) ' ZIr_,2(Z'Z) ' =Y (2'2)7!
I

Définition 9 (Estimateur de X).

T
s 1 o
EfT—_p g EtE}
t=p+1
T

T
1

~ 1 ~ o ~ ~2

= 0ij = 75 E itCie O = ) E €it

t=p+1 t=p+1

Remarque. Commencer les observations en 1 fait apparaitre des facteurs 7' — p.
On va donc les renuméroter en les faisant commencer at = —p+1 :

Ti1 T
. ~ 1 .
= T = : 0ij = ? E €i,t€j 1
t=1
T4, T
On utilisera cette notation par la suite.

Remarque.

Nl

T
1 9
Oiji = E €it
t=1

cf Pestimateur usuel des MCO des o, ; dans (M;), mais sans correction par le
nombre de variables explicatives, ce qui revient en fait & considérer 'estimateur
du maximum de vraisemblance.

Remarque.
044 = (COchp(Ei,t, €j,t)

Remarque. o
V) =XwZ'2)!
est la matrice de variance-covariance estimée de 5 .

Aparté (Nombre de paramétres dans un VAR). Si on a n variables, on a n +
n?p + n(n + 1) parametres (pour u, ® et ) avec nt observations. On ne peut
faire d’estimations correctes que pour n petit, de 'ordre de 4 ou 5, et T assez
grand.

Aparté (A quoi sert le théoréme de Wold ?). En univarié comme en univarié, il
sert a :

— définir la densité spectrale;

— prouver que tout processus stationnaire admet une représentation MA (co)
(respectivement VMA (00)) avec (€4) 'innovation du processus, ce qui per-
met d’étudier les effets de propagation des chocs (étude des fonctions
impulsion-réponse, IRF) ;

— pour la méme raison, montrer I’équivalence entre processus MA(q), AR(c0),
MA(p) et ARMA(p,q).

En univarié, il permet en outre de définir la représentation canonique par le
biais de la densité spectrale.
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3.3 EMYV sous ’hypothese de normalité

Xi=p+pi1Xo 1+ +pXip+er
£,iidN (0, 3)
9=Vect(,u1,...,,un,<p§j,1 < 27] < n7j S [[17’”']]70-1',]',1 < Zaj < n)

On suppose que les observations commencent a t = —p + 1.
Quel est 'TEMV de 07

x:XﬁA+s R
MV (B) = Bucc = B
= (Bui)i

EMV (% ) D101 = 7 Yo Eiabis

Ecriture de la log-vraisemblance conditionnelle aux conditions initiales :
On note :

UX1, .o, X7|0) = U( Xy, .., X[ X pia,. o, Xo,0)

T
I(Xy,...,X7|0) = Hzxtpg 1,...,X1,0) par itération
=1

Or, I(Xy|X—1,..., X1,0) » N(p+ 1 Xi—1 + - + 9pXi—p, X), donc :
_ T 1 1 1
Xy, Xrl0) = [Lizy W\/T(E)e(_§(—xt — (p+ 1 X1+
A op Xt ) E (X = (o1 X1+ o X y))
donc
() = —2LIn(2r) - LIn(det()) = (=305 — (04 91 Xis +- + 0, X))

(X - (ptrorXima+ o+ epXip)))

Onpose : py = p+ 1 Xo 1+ -+ 0pXip.
On admet que 6 est obtenu par :

)

o~

EMV = /8
1 T =~
721:1 Eté\;

avec &y = Xy — (L+ o1 X1+ + 0 Xi—p)
Calcul de la vraisemblance & son maximum :

I =

5

n(l(z,07) = —"Lin2r) - Lin(det(T)) - 1 7 a1
avec 'astuce habituelle :

CEys = YL ExE)

1z
t= 15tE

[
3
~

D’ol une forme tres simple de la log—vraisemblance maximale :

~ T T T ~
In(l(X1,...,X7,0)) = _”7 In(27) — ”7 — 5 In(det(%)
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3.4 Propriétés de ’EMYV sous I’hypothése de normalité

Proposition 3.2 (Normalité).
B N@B.2o(Z'2)7)

Proposition 3.3 (Convergence des estimateurs empiriques).

@)
1

B

£

Q)

Proposition 3.4 (Normalité asymptotique).

VT(B-B8) 5N <O,plim Y ® (Z;FZ>1>

AN AN
plimE@(T) :Z®plim<T>

le dernier membre existant en vertu de la stationnarité des variables.

Avec :

Remarque. Ces résultats sont valides asymptotiquement, méme si (¢;) n’est pas
gaussien.

3.5 Tests linéaires sur les parametres du modele

3.5.1 Test de Wald

HO = Rﬁ:r
H1 = Rﬁ;ér

\/T(B_g)if\/(o,m@phm( ’Z)l)
= VT(RS —r) "* N<0R(E®phm

T(RB —r)’ [R(Z@(Z;Z)l) R’_ (RB—1) ™" x*(rg(R))

D’ou la statistique de test :

cw = (RG — 1) [R (2 ® (Z’Z)*l) R’: (RB - r) 2% \2(rg(R))

On rejette Hy au seuil 1 — a si & > x3_, (rg(R)).

Remarque.

(M;) 1 w0 = uﬂrzch”xﬂ Kt e

k=1j5=1
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Bi = (tir @iy - 050

ﬁl R 1
g=1 ... B=1 ...
ﬁn Bn
T
— — ~  _ 1 =2
V(&Z) =044 = IT 044 = T Z&‘Z’t
t=1

Si RG ne met en jeu que des coefficients « appartenant »au méme (;, on se
ramene aux tests usuels sur le modele (M;).

Exemple 3.1. Significativité d’un coefficient.

Si R( met en jeu des parametres de plusieurs sous-modeles, il faut prendre
en compte les covariances des ¢; entre eux.

Ezemple 3.2 (n=2,p=2).

e N\ (m ) [ @ by Tie-1 ) [ @ dy Tie—2 | ( ELe
Tot fho az by T2—1 co do T2t—2 €2t

— Si Hy : by = di, on va faire un test de Fisher usuel dans (M;);
— Si Hy : by = bs, la loi de (31,/17\2) dépend de X, et il faut faire le test de
Fisher dans le modele vectoriel.
Supposons qu’on obtienne b; non significativement différent de 0. Il peut étre
utile de n’en pas tenir compte, car sil’on contraint b; = 0, on sort des hypotheses
du théoréeme de Zellner. On ne va donc imposer des contraintes qu’en cas de non-
significativité symétriaue, du type by = bso.

3.5.2 Test du rapport de vraisemblance

nT

In(l(z,0)) = 5 (1+n(2m) - gln(det(i))

Si Zellner s’applique au modele contraint,

nT

(i, 8)) = ~ "5 (1 + In(2m) - gln(det(io))

ou
T

7
§ g()ﬁ()

Yo = t<t
t=1

Nl

Statistique de test :
B l(zﬁ) _ ~ ~
érr=2In (—ln(l(z,@\g))) Tln(det(Z)) + ln(det(Eo))

In(det(S Hy,L
{r =Tln ( 111((;5(20))))) =X ()

ou k est le nombre de contraintes testées.

Exemple 3.3 (Applications). Ce test peut s’appliquer dans les cas suivants :
— Nullité du p-ieme retard : Hp : ®, = 0 contre H; : &, # 0. On est censé
en voir une application en TD.
— Tests de causalité. Attention, il ne s’agit pas de relation causale au sens
physique. La causalité au sens de Granger se demande qu’une variable aide
a en prévoir une autre. Voir TD.



