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1 INTRODUCTION : LE MODELE LINEAIRE

Introduction : le modele linéaire

On considere le modele :

y="bo +m1b1 + -+ Tpbr +u

= variable dépendante
variables explicatives

= terme d’erreur

= inconnue du probléme

R '

Le but de I’économétrie est d’estimer ce modele, c’est-a-dire de trouver une
fonction b = b(Y, X) qui satisfasse les conditions suivantes :

sans biais : E(b) = b;

obéissance a un principe, comme le maximum de vraisemblance : si la loi
des résidus est connue, on connait la loi conditionnelle Y|X et on choisit
b;

optimisation d’un critére, comme min ((y — 2b)?) ;

minimisation de Var(/b\).

On travaille sur des données appartenant a trois grands types :

1.1

Données temporelles, par observation du méme phénomeéne dans le temps,
c’est-a-dire des variables y;, xy, us, t € [1,...,T]. T doit alors étre moyen-
nement grand, de 'ordre de 50 périodes.

Exemple (Consommation et revenu). C; = o+ BR; + oz +u
Données en coupe :y;,x;,u;,¢ = 1,...,N. N peut étre grand, voire tres
grand (plusieurs milliers d’observations).

L’ajustement est en général beaucoup moins bon que dans le cas des don-
nées temporelles.

Exemple (Enquéte-emploi). On a plus de 150000 personnes enquétées,
avec un grand nombre de questions.

= w; = g + ay8co; + Brexp; + Prexp? + u;

C’est le type de données le plus adapté au calibrage macro-économique.
Données de panel, doublement indicées :

YitsTit,t = 1,..., Ngrand(> 100),t = 1, ..., T'petit(< 10).

Exemple (Fonctions de production d’entreprises).

Y = AitKﬁLZ — Yir = Ay + aky + Blig

Le résidu, dit résidu de Solow, est alors a;;, et 'observation unitaire, ou
unité statistique le T-uplet (y;1, ..., ¥iT)-

A quoi sert ’estimation ?

1l s’agit de vérifier qu’une variable X a bien un effet sur la variable Y, et de
quantifier cet effet.

L’estimation peut aussi avoir un but de simulation. Si la consommation des
bien modélisée par Cy = ag + a1 Ry + axTy + uy, quel est Veffet de prélevements
fiscaux T sur la consommation, autrement dit, quel est le signe de a5 ? La théorie
de I’équivalence ricardienne dit que as = 0. R

On peut enfin vouloir faire de la prévision : si ¥; = bXy, alors il y a une
probabilité, a déterminer, pour que Yiy1 = bX¢41.
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1.2 D’ou vient le modele ?
Le modéle vient de la théorie économique

Exemple. — Fonction de production ¥ = F(X), la théorie donnant une
idée de la modélisation, comme Y = HkK:1 Xk
— fonction translog : log C' = log Q + o' log Px + log P4 Qlog Px.

Pour pouvoir évaluer le modele, il faut souvent imposer une restriction sto-
chastique.

Exemple. On spécifie la loi de u|X (en général une loi Normale), ce qui permet
d’estimer le modele, puisque cela donne la loi de Y| X.

Comme E(u|X) = 0 est une hypotheése forte, on préfere en général faire des
hypotheses moins fortes.

Exemple. Y¢ = ap + X3, +uq, Y° = v, + X°By + ug. On observe (Y, P, X),
et on s’intéresse principalement & la premiere équation avec un choc ug = 0.

Si p = f(u), la connaissance du prix donne une information sur le résidu,
donc E(u|X) # 0.

On doit donc faire la réduction sctochastique E(uq|X?, X°) = 0.

On peut également essayer de spécifier la loi des observations. Cependant,
spécifier la loi de u;|X; ne suffit pas. Il faut une hypothése supplémentaire pour
passer & L(y1,...,yn|21,-..,2n). On peut par exemple supposer que les (y;, ;)
sont iid.
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2 Le Modele linéaire standard

Modele : y; = by + b1y + - - + bxxp; + u;

2.1 Hypotheses

Hypothese (H;). E(u;) =0

Hypothese (Hs). Var(u;) = o2
Hypothese (H3). i # i’ = Cov(us,uy) =0

Ces hypotheses reviennent a dire que les observations sont indépendantes les
unes des autres.

Hypothése (H,). La matrice des observations X est connue.

Cette hypothese est étrange : tout se passe comme si on pouvait modifier
X a sa guise. Elle n’est cependant pas indispensable sous sa forme forte. On
peut en effet ’assouplir en formulant les autres hypotheses paramétrées par la
connaissance de X, comme E(u;|X) = 0.

Hypothese (Hs). Les vecteurs d’observation X; sont non colinéaires.

Matriciellement, on écrit ce modele :

Y1 1 T11 TK1 Ul
YN 1 TIN ... TKN UnN
Y =Xb+u

Avec les hypotheéses :

Hypothese (H;). E(u) =0

Hypothese (Hs et H3). Var(u) = o?ly

Hypothése (H,). La matrice des observations X est connue.

Hypothése (Hs). Rang(X) = K + 1, ce qui revient & dire que X’X est inver-
sible.

Démonstration. Supposons X’X non inversible. Alors,

NA0/X'XA=0=NX'XA=0& [|[X\|?=0=X1=0

Il existe donc une combinaison linéaire nulle des X;, ce qui est contraire a
notre hypotheése. m

2.2 L’Estimateur des moindres carrés ordinaires
2.2.1 Définition

Définition 2.1 (Estimateur MCO). On définit 'estimateur des moindres
carrées ordinaires comme :

R N N
bmco = Arg mbin <Z(yz - :L’ib)2> = AI‘g min (Z(ul(b))2>

=1 1=1
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Comme u;(b) = y; — x;b, on a

~

bimeo = Argmin (Y — Xb)'(Y — Xb))

On dit que P’estimateur MCO minimise le critere ¢ = (Y — Xb)'(Y — Xb).
Démonstration. de
i (Y - Xb)'X =0
dc'e = 2cdc
dXb=MXdb=d(Y — Xb) = —-Xdb
On optimise le critere :
btel que —2(Y — Xbaco)' X =0: K + 1 équations et K + 1 inconnues

Y -Xb)z=0 & (Y -VX)X=0
& VX =V(X'X) 2= Xx)HXY)

s (X'X)h=XY

-~

NB : (Y — Xb)'X =0 < les résidus sont orthogonaux & X. m

2.2.2 Interprétation géométrique

Définition 2.2 (Valeurs prédites). Soit
— ¢y = bX la valeur prédite par le modele;
— u =y — ¥ les résidus estimés par le modele.

Proposition 2.1. Etant données ces définitions,
- g est la projection orthogonale de y sur Vect(X) ;
— matriciellement, Y = Xb = X(X'X)"1X'Y.

Proposition 2.2. On a alors :

1. On pose : Px = X(X'X)"'X’ la matrice de projection orthogonale sur
Vect(X). Elle vérifie :
- Px =P} ;
- P} = Px.

2. On a alors, en notant Mx la matrice de projection orthogonale sur l’or-
thogonal de Vect(X), avece U =Y — PxY = (I — Px)Y = MxY. Elle

vérifie :
- MX - M}{ ;
- M% = Mx.
Proposition 2.3. Il s’ensuit :
1. PxMX =0 M
2. U'X =0;

3. Y'i=0 : valeur prédite et résidus estimés sont orthogonauzx.

Démonstration.
1. Vect(X) et Vect(X )l sont orthogonaux et supplémentaires ;

2. idem;
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3. Y'U = Y'PiMxY.
]

Proposition 2.4. Dans le cas d’un modéle avec terme constant, soit :

1N

Y = & ;Y

Y = N; 7
On a alors : Y = ?
De plus,

= 1 N

U = N izzlul =0
Démonstration.

Soit ¢’ = (1,...,1),e € Mn

=~
I
|
m\
)~<

=l
I
=]~
m\
h<

Y = PxY, donc Y = %e’PXY, puisque Pxe = e, donc

1 1 —
NPX@’Y = NEIY =Y

=l
I

=

De plus,Y:?Jr [

2.3 Propriétés algébriques de ’estimateur des MCO

Théoréme 2.5 (Théoréme de Frish et Waught). Soit Y = Xb+ u le
modeéle.

On pose X = [Xng} X € MN,KJrl X € MN,K1 X5 € MN)KZ
On écrit donc le modéle : Y = X1b1 + Xobs +u

On a alors :
by = (X{MXzXl)_lX{MXZY
by = (XéXQ)_lXé(Y _lel)
D’ou : N
by = (X{Mé(zMXZXl)’X{MEQY

= [(MX2X1)/MX2X1]71 (szXl)/MX2Y

Donc by est Uestimateur MCO de la régression de Mx,Y , résidu de la régression
de Y sur Xa, sur Mx, X1, matrice des résidus de la régression de X1 sur Xo.
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En d’autres termes, l'estimateur b; peut étre obtenu comme la régression du
résidu de la régression de Y sur Xs sur les résidus des régressions des variables
présentes dans X sur Xs.

Exemple. Soit le modele : Y;; = X;:b + u; + uir (données de panel), ol u; est
un parametre propre a chaque entreprise.
Pour le modele complet,

b

~ U1
b. = € Mnyka X.=[X,In Qer]

UN

Le théoreme de Frish-Waught dit qui si

— on régresse Y sur Iy Q er;

— on régresse chacun des x sur Iy ® ey et on récupere les différents résidus,

qui sont orthogonaux a Iy ® e,

On a alors, en notant z; = % > i—1 Tit, on peut sans perte d’information consi-
dérer y;r — §; = (x4 — T3)b + use + uy, les écarts & la moyenne temporelle pour
chaque individu.

Autrement dit, le théoreme indique que quand on a une foultitude d’indica-
teurs, on peut se simplifier la vie en régressant d’abord les variables explicatives
sur les indicatrices.

Démonstration. On part des équations normales pour ce modele :

X'(Y = Xb) =0 (X1X)' (Y — X1by — Xobo) =0

Dol ~ ~
X{(Y = X1by — Xoba) =0 (1)
X5(Y — X1b1 — Xobo) =0 (2)

On considere d’abord (2) :

X4(Y = X1by) — (X4X2)by = 0 by = (X4X2) " X5(Y — X1by)
Xby = XQ(XéXQ)ilXé(Y — lel)

Xby = Px, (Y — X1by)

b4l

On réintegre cela dans (1) :
XY — X1by — Px, (Y — X1b1)) = 0 < X|(I — Px,)(Y — X1b1) =0

& X|Mx,(Y — X1b)) =0
& b = (X{szxl)_lXiMXZY
& b= [(Mx,a1) (Mx, X1)] " (Mx, X1)'Mx,Y

On purge ainsi X; des variables de X5 corrélées avec X;. m

RemaArque. Soient les modeles : Y = Xlgl +X252 +uetY = Xlgl + v L’estima-
teur b; issu du seul second modele est non biaisé < Mx, X = X, c’est-a-dire
X7 1L Xs. C’est pourquoi on commence par régresser X; sur Xs et qu’on prend
le résidu.
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2.4 Propriétés statistiques de 1’estimateur MCO
Proposition 2.6. EMCO est sans biais.

Démonstration.
— Si X est connu :
buco = (X'X)7'X'Y
(X'X)" (X' Xb+ X'u)
= b+ (X'X)"1Xu

Donc :
E(buco) = B ((X'X) 7 X'u)) L E(b)

o~

— Si X est inconnu, on a par le méme calcul, E(byrco|X) = b.
[

Proposition 2.7. Var(byco) = 02(X'X)~!

Démonstration.

Var(b) = E [(B— b)(b — b)f}

Comme b= (X'X)"'X'Y,b—b=(X'X)"'X"u.

Done Var(b|X) = E [(X'X) "' X ue/ X (X' X)~!|X]. Or, d’apres Hy et Hj,
E(uu') = o?1.

Si X est aléatoire, on a : Var(h) = o2Ex (X'X)7!). m

Exemple (Le modéle linéaire simple y = xb + u). Supposons les variables
centrées : E(y) = E(z) = 0.
2 N 2
Onaalors: 2’z =Y x? = & 3. % = No2 Donc, Var(b) = ol
N augmente, Var(b) décroit au rythme de 1/N, ce qui signifie que o décroit en
1/V/N, qui est la vitesse standard de convergence des estimateurs.

donc quand

En outre, 02 joue un role essentiel. Si 02 = 0, byrco n’a pas de sens : il faut
que la variable explicative soit suffisemment dispersée.

Exemple (Modéle a4 deux variables explicatives). On a z; et xo, avec

2 _ 2 _ 52
oz, =0z, et Cov(wy,x2) = po”.

X = o (L 1)

Si p est proche de 1, les estimateurs sont tres imprécis.

2.5 Optimalité de byco

Définition 2.3 (Critére d’optimalité). On prend comme critére d’optimalité
la minimisation de la variance. B B

Soit b un estimateur de b. On dit que b est optimal ssi VA, Var(A’'d) est mini-
male, c’est-a-dire que la variance de toute compostion linéaire des composantes
est minimale.

Théoréme 2.8 (Théoréme de Gauss-Markov). Sous les hypothéses Hy a
Hs, dans la classe des estimateurs de b linéaires dans les variables a expliquer et
sans biais, byrco est optimal au sens du critére de minimisation de la variance.
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Démonstration.

b lindaire en Y < b= AY

b sans biais < E(AXb+ Au) = b

Comme E(u) =0, AXb="0b,Vb,= AX = 1.

En outre, b —b=AY —b= AXb+ Au — b = Au,
donc Var(b) = E ((E —b)(b— b)’) =E(Auu'A") = AE(uu)A’.

Or, on a supposé que E(uu') = 021, donc Var(b) = 02ATA’.
Ecrivons

Px = X'(X'X)'X'

I =Px + Mx {MX — I-Py

Var((b)) = 0>(APx A’ + AMx A')
Or, 02APx A’ = 0? AX(X'X)1X'A'.
Comme (b) est sans biais, AX = I = X'A’, donc 02APx A’ = o?(X'X)7 !,
et donc :

Var(b) = o2(X'X) "'+ AMx A’
| S —
Var@MCO)

Comme, AMx A’ est symétrique définie positive, on a :

VA, Var(A'b) = Var(Mbarco) + o2 (A'N)Mx (A')
Donc Var(Nb) > Var(byco).
Il faut noter que cette démonstration repose tres fortement sur I’homoscé-
dasticité de u. m

2.6 Estimation de o2

11 est important de bien estimer ce paramatre, car Var(byco) = o2(X' X))~
en dépend. On va avoir :

o —
~

Var(h) = 02(X'X) !

D’autre part, o2 = Var(u), et donc constitue une mesure de la qualité de I'ajus-
tement.

Définition 2.4.

=N 91 S i
MCO=N_K_-1 N-K-1

Proposition 2.9 (Propriétés de o2);c0). o2pco vérifie :
1. E(02pc0) = 02 : 02 pc0 est sans biais;
2. u et byrco sont non corrélés.

Démonstration.
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1. Sans biais :
) B u'u  u/'Mxu
TMCOT N TR 1T N—K-1

Or, v Mxu est un scalaire, donc v/ Mxu = Tr(v'Mxu) = Tr(Mxuu').

Donc,

E(Tr(Mxu'u))  Tr(MxE(uu'| X))
N-K-1  N-K-1

Ex(02mco) =

Or, E(uu/|X) = 21, donc EX(EEMCO) = %

Comme My est la matrice de projection sur un espace de dimension N —
K—1,Tr(Mx) =N — K — 1, donc Ex (02 yc0) = o2.
2. Non-corrélation :

Ex(@(b—0b)) = Ex(Mxuu/X(X'X)™)
N——

on centre
= MxEX (U/U)X(X/X)fl
= o?MxX(X'X)™!
Comme My X =0, Ex = (u/(b— b)) = 0.
Les parametres du premier et du second ordre sont donc indépendants.

2.7 Application a la prévision

Yi = bXi+u
Modele : H, & H;s
N observations

On suppose que pour une observation N + 1, le modele reste vrai :
Yni1 =bXny1 +unia

N . E(UnJrl) =0
HlaH5'{(C0V(uN+1,Ui) = 0 Vi=1...N

On connait donc X 41, et on veut prévoir Yy 1.
Définition 2.5. La prévision MCO de Y est :

Yy = Xniibuco

Proposition 2.10. Y]€+1 = XN+16MCO est le meilleur prédicteur linéaire en
Y sans biais de Yn41.

Démonstration.
— Sans biais :
E(YNi — Y1) = E(Xn11bmco — Xn41b — un i

o~

Xn+1E(baco —b) — E(uny1)
= 0
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— Soit 57N+1 prédicteur linéaire sans biais de Y 1.
E ((?NJrl - YN+1)2) =E ((?NJrl — Xnp1b+ Uz))

Comme Yy 41 est une combinaison linéaire des y1, ..., yn, c’en est une des
Up,- .- un, done (Yyr1 — Xn11b) et unyq ne sont pas corrélés, d’ou

E ((?N-H - YN+1)2) =E ((?N-&-l - XN+1b)2) +E ((un+1)?)

En raison du théoreme de Gauss-Markov (2.8), le meilleur estimateur }N/}VH
de XN_Hb est XN+1/b\MCO~
|
On peut calculer la variance de la prévision :

Var(Yn41 — XN+13MCO) = Var(Xy41(b */I;Mco) +unyr)

~

Var (XN+1(bMC'O - b)) + Var(uyy1)
UZXN+1(X/X)_1X§\Z+1 + o2

Le second terme est 'erreur standard du modele, le premier représente I'erreur
due a l'estimation de b sur les seuls x1,...,xN.

2.8 Analyse de la variance

Hypothése. On suppose que la constante est incluse dans les variables expli-
catives

Théoréme 2.11 (Décomposition de la variance). Sila constante est incluse
dans les variables explicatives, la variance se décompose comme :

1 _ 1 . - 1
o (wi=0) =5 (@-9°)+ F ul
—_——
Variance totale Variance expliquée Variance résiduelle

Démonstration. B
Ona:y=g+a Comme la constante est incluse dans la régression, y = g,
et « =0. Dou :

y—ye=y—ye+u

M= s

(y—ve)(y—ye)=> ((vi —¥°)

i=1

e) (g — ge) + ' (§ — ge) + it
) = u'Mx (Pxy — €j)

Yl

~ =~ ~\/ ~ ~ ~ ~
(7 —ge)+a) ((5—ge) + ) = (-
Or,t=Mxu,§=Pxyetee X = 4'(§—
Or, MxPx =0, d’ou le résulat. m
Cette équation permet de définir une mesure synthétique de I’ajustement du
modele :

D

Définition 2.6 (R?).

R2_ Variance expliquée > ((ZQL - 25)2)
~ Variance totale > ((y; — 7))
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Du fait du théoréme de décomposition, R? € [0,1], et

SR
S SY ()

Comme R? fait intervenir la variance de Y, il est sensible & la forme de la
modélisation. Ainsi, si on compare les deux modeles :

y = alog(L) + Blog(K) +u 3)

y—l=(a—1=logL+ BlogK +u (4)

Le modele (3) aura une variance beaucoup plus importante que le modele (4),
alors que les deux modélisations (en production ou en productivité par téte)
sont équivalentes en termes de théorie économique.

En outre, on a le probleme que le R? augmente mécaniquement quand la liste
des variables explicatives augmentent. On peut cependant essayer de I’amélio-
rer :

[al” 2 o 3
RP=1-—"— =) 4’ =0c%yco(N-K—1)
ly — gell? 2.0
Donc : e
9 O'2Mco(N—K—1)
R=1- =
o%y(N = 1)

Ou : ZrEy = % est un estimateur non biaisé de Var(Y'). En conséquence :
Définition 2.7 (R? ajusté).

52

o

RQajsuté =1—- =
o2

Y

On se débarasse ainsi de I'influence des degrés de liberté.

2.9 Le Modele linéaire statistique

On part du modele et du jey d’hypotheses de la section précédente. On
suppose en outre :

Hypothese (Hg).
u ~ N(0,0%)

Proposition 2.12 (Propriétés). Sous Hg, les estimateurs MCO vérifient les
propriétés suivantes :
1. barco ~ N (b,o2(X' X))
2. Loi de o2 :
u=Mxu=a~N(,.), dou :

(2) = ()= (0) ()
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La loi jointe de (Z, 1) est une loi normale, ord et i ne sont pas corrélés,
donc b est indépendant de .

- ~ 112 ~ — o~
Or, 02 = % et 4 L b, donc 02 est indépendant de b.
Alors,

o~

0.2
(N—K—1)§~X2(N—K—1)

Démonstration de la loi de o2.

Lemme. Si Z ~ N(0,11) = Z1%2+ -+ Z1%2 ~ x%(L).
Soit P un projecteur sur un espace de dimensionlq, alors :

Z'PZ ~ x*(Ly)

Démonstration. P est diagonalisable dans le groupe orthogonal : 9D dia-
gonale et Q orthogonale lettes que P = Q'DQ, avec :

(I, 0
o-(" 0)
Dot : Z'PZ = Z'Q'DQZ. On pose : Z* = QZ, et donc Z'PZ = Z* DZ*.

Var(Z* =E(Z*2*) = QE(ZZ)Q' = QQ' =1 = Z* ~ N(0,])

Donc Z*'DZ* = Z{ + -+ Z§, ~x*(L1). m

—
A~

o2 pco i ' Mxu
(N-K-1) >3 :(N—K—l)?:(N—K—l) =
UNN(O,UQI):>U=ENN(O,1)

o
(;EMCO_ v' Mxv _
(V=K = TG = (V= K — )2 = o/ Mo

Le lemme donne le résultat voulu. m

2.9.1 Intervalles de confiance

Définition 2.8 (Intervalle de confiance). Un intervalle de confiance au seuil

(1 — @) pour un parametre by est la données d’un intervalle [a1,as] tel que :
P (bg € [a1,a2]) = (1 — ).

Proposition 2.13. Soit v* le k™ élément de la diagonale de (X' X)™1.

by, — by,

G\/vf

~St(N - K —1)

Démonstratiog. R
On sait que b ~ N(bo?(X'X)™1), donc by ~ N(b,o%0F) et

% ~ N(0,1).
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Seulement, ¢ est un parametre inconnu, mais on sait que :

)
E(Nf[(fl) ~xX}(N-K-1)
Or,
X ~ WN(0,1) X
Y ~ x3(L) = —— ~St(L)
XY indépendantes VV/L
Donc,
b —by
. ~St(N - K —1).
(N—K—1)02
N—K—1)o?

|
Donc si on cherche un intervalle de confiance au seuil (1 —«), on va charcher

des bornes [~t;_q/2,t1—q/2] telles que I'intégrale hors de ces bornes soit égale a
Q

SiS~ St(L), P (8 S [—tlfa/g,tlfa/z]) =1-oa.
Donc, on connait [_tl_a/z,tl_a/Q] par la lecture d’une table des quantiles

de St. ~
by, — by B
P <_t1—04/2 < 0—7\/@ < tl—a/?) =1—-«

P (Ek — 0y vkt _ayo < by <y + 0\/U§t1a/2> =l-a

On peut se demander quelle est 'influence du nombre de degrés de liberté.
Graphiquement, on voit que moins il y a de degrés de liberté, plus la courbe est
étalée. Au contraire, quand le nombre de degrés de liberté est tres grand, elle
tend vers une N (0, 1).

De méme, si on considére une combinaison linéaire des parametres, \'b,
Nb~ N(Nb,o? XN (X'X)"t)\), done :

Nb— \b

o2/ N(X'X) A

2.10 Test d’hypotheses

~SHN - K —1)

On a une hypothese Hy : by = b) avec b)) une valeur donnée, et H; = Hy.
On définit une region critique W a un seuil 1 — o donné telle que :

b, € W = on rejette Hy

et
P(by € Wby, = 1Y) = «

« représente donc le risque de rejeter a tort Hy.
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On utilise le résultat précedent : sous Hy,

b — b

G/}

~St(N — K — 1)

D’ot la région critique :

0
b >6>:a
G/ vk

d est le quantile d’ordre 1 — a/2 = t;_,/5 d'une St(N — K —1). D’ou :

by — b

5/ ok
VA

W telle que :

> Javec 6 tel que : P <

W: Ek; > b2+a'\/1}§t1_a/2(N—K
bk < bg - &\/U]gtl_a/g(N - K- 1)

2.11 Estimateurs MCO et estimateurs du maximum de
vraisemblance

On sait que :
_wi—wb)?
e 202

L(yilzi;b) = ~fore

Par indépendance des observations,
(y|x,b) Hl Yi|zi, b)

X (yi—wh)?
202

L(yla,b) = &

(V2ro)N
= In (L(y|z,b)) = —g log(c2) — % (yi — 2:0)2 — NIn (\/%)

L’estimateur du maximum de vraisemblance de b réalise donc le programme :

max { % > i - mﬁ}

Il s’agit donc de I'estimateur MCO.
L’estimateur de o2 est obtenu par :

2
max{ —— Ino” —
o2 2 20’2

D’ou : R
_ E((yi—xib)Q) N-K—-1-

olyy = ~ ~ % mco
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3 Estimation sous contraintes linéaires

3.1 Introduction

On souhaite estimer un modele économétrique linéaire en incorporant une
information a priori sur les parameétres prenant la forme de contraintes linéaires.

Exemple. Fonction de production Cobb-Douglas a k facteurs, et a rendements
d’échelle constants :

log y=1log a+ 1 log 1 + ... + Ok log = +u

c.a.d un modele linéaire standard
. k
mais avec Y, fj =1

3.1.1 Questions :

1. Comment tenir compte de cette information a priori dans la procédure
d’estimation des parametres du modele ?
— On va introduire un nouvel estimateur : I'estimateur des moindres carrés
contraints : b,

2. Quelles sont les conséquences de cette prise en compte pour les estimations
obtenues ? Les estimations sont-elles biaisées, sont elles plus précises? —
On va voir qu’il y a un arbitrage entre robustesse et efficacité

3. Peut-on tester 'information a priori?
— On va introduire un test trés courant : Le test de Fisher

3.1.2 Formulation : Exemple

Supposons qu’on souhaite estimer le modele :
Yn = bo + b1 T1n + b2 Tan + b3 T35 + ba Tan + bs Tsn + be Ten + Un,

avec les hypotheses habituelles
Hy:E(un|X)=0,Hy:V (u,|X) =02 Vn,
Hs: E(upuy |[X)=0,Vn' #n,
H, : X de plein rang
avec des contraintes linéaires sur les parametres :

Ci:b1+by+0b3=1
022b4:b5 SOitb4*b5:O

3.1.3 Réécriture sous forme matricielle :

N
o o
o =
O =
o =
o O
=)
=
—

o o
SN—
&S
Il

N

soit
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Rb=r

avec R une matrice 2 X (6 + 1) et r un vecteur 2 x 1

3.1.4 Formulation générale

On considere le modele linéaire :

y=Xb+u

sous les contraintes

R b= r
(p,k+1) (k+1,p) (1)

Le nombre de contraintes p doit étre au mazimum égal a (k+ 1) —1. Sion
en a k41 ou plus, on en sélectionne k+ 1 et on peut alors calculer le parametre

b=Rlr
3.2 L’Estimateur des Moindres Carrés Contraints (MCC)

L’estimateur b,,.. de b est défini comme celui minimisant la somme des carrés
des résidus sous les contraintes :

miny, ((y — Xb)' (Y — Xb))
Sous les contraintes Rb = r

Lagrangien :

min L = (¥ — Xb)/(Y = Xb) +2(Rb — r)'A

A multiplicateur de Lagrange : vecteur de dimension p x 1

3.2.1 Expression de ’estimateur des MCC

L’estimateur des MCC a pour expresssion

-1

i)mcc = (X/X)71 XY - (X/X)il R [R(X/X)il R/] [R(X,X)il XY - T]

Il s’exprime simplement a partir de bimco

bmee = bmeo — (X'X)"1 R [R(X'X) 'R " [R brco — r}
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L’estimateur des MCC apporte une correction a l'estimateur Z)mco d’autant
plus importante que Rbyco — 7 #0.
Si Rbyeo = 7, les deux estimateurs sont identiques.

Démonstration.
OL N N
%‘ = 2X'Y 42X Xbnee+2R X=0
OL N
a~ = bmcc —r =
aA mcc R ' 0

De la premiére condition on tire : byec = (X’X)_1 (X’Y - R :\)
Introduit dans la deuxieme condition il vient ’expression
R (X'X)"! (X'Y .y X) —rsoit R (X'X)'R'A=R (X'X)"' XY —r

dont on tire A = [R (X'x)"! R’} - {R (X'X) XY - r}

réintroduit dans on trouve 'expression de b,

brce = (X'X)7' X'Y — (X'X)"  R'[R(X'X)" R ™" [ROX'X)™ XY 7]

3.2.2 Propriétés Statistiques de l;mcc.
Proposition 3.1 (Expression de I’espérance de Bmcc).
E (bnee|X) = b= (X'X)7 R [RX'X) " R [Rb =]
— Si les contraintes Rb = r sont valides, I’estimateur I;mcc est sans biais
E (bnee| X ) =

— Si ces contraintes sont imposés a tort (i.e. si Rb # r), estimateur des
MCC est biaisé :

E (z}mcc | X) — b— (X'X)"'R [R(X'X)"'R'] [Rb — 1]
- b+B
avec B = —(X'X)"'R' [R(X'X)"'R'| [Rb — 7]

Proposition 3.2 (Expression de la variance de by,..). Que l'estimateur
soit biaisé ou mon sa variance est donnée par :

1% (Bmcc IX) = o2 [(X’X)—1 ~(X'X)'R [R(X'X)'R]T R(X'X)!

soit :

1% (bc IX) -V (i)mm \X) —(X'X)'R [R(X'X) 'R R(X'X) !
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Comme (X'X)'R' [R(X'X)"'R/] - R(X'X)~! est une matrice symétrique
et positive on en conclut que

V (bmeo 1X) 2V (e |X)

3.2.3 Interprétation

L’estimateur des mcc l;mcc est potentiellement biaisé
E (Bmcc |X) —b+ B
mais est toujours plus efficace que 'estimateur des mco

V (el X ) 2V (Binee X))

Il y a donc un arbitrage entre robustesse et efficacité. Introduire plus de
contraintes améliorent la précision des estimations mais risque de conduire a
des estimateurs biaisé.

A Tinverse, moins de contrainte produit des estimateurs plus robustes mais
moins précis.

Démonstration.

En remplacant Y par (Xb+ U), dans lexpression de bmee O peut ré-écrire
Iestimateur des MCC comme :

bmee = b+(X'X)" ' X'U—- (X'X)" ' R [R(X’X)*lR’]‘1 [R(X'X)"'X'u+ Rb— p|

soit

>

mee = b= (X'X)7' R'[R(X'X)"'R] "' [Rb—p)
+[(XX)7 X - (XX) TR [ROX)TR) T R(XYX) XU
- b+ B+ (X'X)? {1— R [R(X'X)'R]™

= b+B+(X'X)'[I- O1X'U

R(X’X)*l} X'U

ot B=— (X'X) 'R [R(X'X)"'R'| " [Rb—p] et
C =R [RX'X)'R] ™ R(X'X)"!
— FEzxpression de l’espérance de bince Compte tenu de H1E (U |X) =0
E (Bmcc |X) =b— (X'X) R[RX'X)" R] " [Rb—r]=b+B
— Ezxpression de la variance de Bmcc
bonee — E (i)mc |X) = (X'X)" [I- C]X'U

Par conséquent comme E [UU’|X ]| = 021 :

V (bnee |X) = E [(Em ~E (bmecl X)) (bnee — E (Bmcc|X))'lX}
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—E[(X'X)"'[I- C]X'UU'X[I- C'|(X'X)"'|X]
=o2(X'X)" [ I- CIX'X[I- C'(X'X)?
=o2(X'X) [ X'X - CX'X - X'XC'+ CX'XC') (X' X)

Compte tenu de I'expression de C = R’ [R(X'X) ' R/| - R(X'X)"! on a

-1

CX'X = R'[RX'X)"'R] RX'X)'X'X
- R[RX'X)'R]'R=CX'X
CX'XC' = CR[R(X'X)"'R]'R

— R[RX'X)'R] T RX'X)'R [R(X'X)'R] 'R

= X'XC'=CX'X

Il en résulte que

Vv (Bmcc |X> = UQ(X,X)il[X/X*OX/XCI] (X/X)il

1

— S2(X'X)! [X’X ~ R [R(X'X)'R]” R} (x'x)~"

. [ (X'X)™ = (X'X)'R[R(X'X) 'R R(X’X)‘l}

3.3 Estimateur de la Variance des résidus o2

L’estimateur de la variance des résidus est donné par :

PPN PN
~2 U.U. D Uneline

T N—(k+D)+p N-—(k+D)+p
C’est un estimateur sans biais de o2 si les contraintes Rb = r sont satisfaites
par le vrai modele.
Démonstration.
A partir de I'expression de by = b+ B+ (X'X)™ ' [T — C]X'U ot C =
R [R(X'X)"'R] - R(X'X)™1, on exprime le residu estimé

U, = Y =X bmee
= Xb+U-X (b+B+(X'X)"'[I- C]X'U)
~XB+[I-X(X'X)"'[I- C]X'|U
= —XB+(M+X(X'X)"'CX'\U=~-XB+ (M+ P.)U

avec M = (I X (x'x)" X’) et

1

P.=X(X'X)"'CX'=X(X'X)"'"R' [R(X'X)"'R'] "R(X'X)"'X’

Les matrices M et P, satisfont les propriétés suivantes :
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M=M Po =Pl

M2 =M P2 = Po

Tr(M)=N—-(K+1) Tr(Pc)=p
MPc =PcM =0

On vérifie facilement Po = P/, et Pé = Pc. En outre

Tr (Pc)

Tr (X(X’X)—1 R [R(X'X)"'R]™ R(X’X)‘lX’)

1

= 7 ([RX'X) 7R R(XX) XX (X'X) T R)

Tr (Idim(R(X’X)*lR’)>

d’ont Tr (Pe) = p enfin comme Po = X Z on a aussi donc PeM =0
On en déduit que

E (ﬁgﬁc |X) =E(-B'X'+U'(M+P.)) (-XB+ (M +P,)U|X)

= E(B'X'XB-U'(M+P.)XB-BX' (M+P.)U+U'(M+P)U|X)
= E(B'X'XB+U'(M+P.)U|X)
Finalement
E({U'(M+P)U|X) = TrEU (M+ P)U|X)
= TrE((M+ P)UU'|X)
o?Tr(M + P.) = 0? (N — (K 4+ 1) 4+ p)

3.4 Estimation par intégration des contraintes

Le probleme d’estimation sous contrainte peut se ramener au résultat clas-
sique d’estimation par la méthode des moindres carrés en intégrant directement
les contraintes dans le modéle.

On utilise les p contraintes pour exprimer p parametres parmi les k + 1 a
estimer en fonction des (k + 1 — p) autres parametres.

On ré-écrit les contraintes Rb = r de la facon suivante :

= () =tmena (3

Ry:pxp Ry:px (K+1-p),
rret by :px1l,roet b : K4+1—px1
R, est supposée réguliere. On peut alors écrire :

r1 = R1 by + Ry by soit encore by = Rl_l [r1 — Ra bo]

Par conséquent, en partageant le modele de fagon analogue, on obtient :

Y=X1b+Xobo+U=2X1 [R{"(r1 — Rabs)] + Xo by + U
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Ceci revient a estimer :

Y- XiRi'r=[Xo— X1 R{" Ro] ba+ U

Le modele ainsi écrit ne dépend plus alors que de (k + 1 — p) paramétres a
estimer sans contraintes. Les p autres parametres se déduisent de ceux-ci par la
relation : by = Rl_1 r— Ry by

3.5 Test d’un Ensemble de Contraintes

On souhaite tester la validité des contraintes imposées, soit
Hy: A=Rb—7r=0

On fait I’hypothése de normalité des résidus : U ~ N(0, o2 I)
Sous I’hypothese Hy on a

LN [RX'X)'R) A ULl - U0 S N-(K+1)
p a2 Uv p
SCR.— SCR N — (k+1)

SOR X ~ F(p,N-(k+1))

=)
|

ot A = Rbyeo — 17 et SCRo = [/J\'/Cﬁc et SCR = U'U sont la somme des
carrés des résidus du modele contraint et non contraint.

Démonstration.

Le principe du test est d’examiner si I’estimateur des mco f)mco est proche
de satisfaire les contraintes, c.a.d il concerne la quantité

A= RBmCO -,

en utilisant le fait que I'on connait la loi de A : A ~ N (A, 02 R(X'X)"'R)
puisque bpeo ~ N (b,0? (X'X)7!) a cause de I'hypothese de normalité des
résidus.

Rappel :

1. Si Z vecteur de dimension h suit une loi normale N (0, V') avec V inversible
alors Z'V=1Z ~ x (h)

2. 81Q1 ~ x(q1) et Q2 ~ x(g2) et Q1 L Q2 alors Z = 8;?3; ~ F(q1,q2) loi
de Fisher a g1 et go degrés de liberté.

Sous Hyp, A = 0,on a donc :

Qa =N [o* R(X'X)'R] A =

I
o? est inconnue, on la remplace par 62 = %
o _

On sait qu’en outre = (N—-(K+1)) 2—2 ~ X?Vf(KJrl) et que 62 L binco
dott Z¥ 1 Qa
sous Hy : Rb = r, la statistique :
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ﬁ — QA/p B 13/ [R(XIX)flRI} *13
(N—(K+1)Z%/(N—(K+1) p 52

~ F(p,N—(k+1))

3.5.1 Expression simplifiée de la statistique

La statistique précédente, fonction de IA)@CO et 62 peut étre réécrite sous une
forme plus simple & partir de byeo €t 62 et bpee €t &ZW;.

En effet : b = (X’X)"!' X'Y = b+ (X’X)~' X'U donc sous Hy, on a :
A=Rb—r=R(X'X)"! X'U, don

1

A [RX'X)'R] A =U'X(X'X)"'R [R(X'X)" 'R R(X'X)"' X'U

On reconnait Po = X(X'X) 'R [R(X'X)'R] ™
On a done A’ [R(X'X)"'R'| ' A = U'PcU.
_Comme sous Ho Uo = (M + Po)U, et U = M({\e/t\(M + Po)? = (M + Pg) ,on
aULUc=U'(M+Po)U=UMU+UPcU =U'U + U'PcU
Soit

R(X'X)"' X'

AN [RX'X) 'R A =U'PU = U0 - U'T

D’ou 'expression de la statistique communément utilisée :

5 _ SCR.—SCR N-(k+1)
SCR
~ F(p,N-(k+1))

SCR est la somme des carrés des résidus estimés sans contraintes et SCR,
est la somme des carrés des résidus estimés sous contrainte.

3.5.2 Mise en oeuvre du test

1. On estime le modele avec et sans contraintes, et on déduit ﬁéﬁc et U'U
(i.e. SCR. et SCR).

2. On calcule F et on la compare au fractile d’ordre (1—«) de la loi F(p, N —
(k+1)), noté F(1 — «).

3. 51 Q. > F(1—a); on rejette Hy : la somme des carrés des résidus estimés
sous contraintes differe trop de celle des carrés des résidus estimés sous
contrainte pour admettre que Hy est vraie.

4. Si Q. < F(1 — a), on accepte I'hypothese Hy.
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3.5.3 Application : Test de 1’égalité a une valeur donnée de plusieurs

coefficicents :
by = b9
by = b9

On veut tester Hy :
by = bg

contre Hy : H§

C’est a dire un test d’égalité de J coefficients a des valeurs données. La
différence avec le test de Student standard est qu’on souhaite faire un test global,
sur 'identité simultannée des coefficients

Avec le test de Fisher il suffit d’estimer le modele non contraint

Y=Xb+U

de calculer la somme SCR des carrés des résidus estimés, d’estimer le modele
contraint

k=J k=K
Y =3 Xpb) =boe+ > Xpbp +U
k=1 k=J+1

de calculer la somme SCR¢c des carrés des résidus estimés et de former la
statistique

N — (K +1) SCRc — SCR

F= ; e ~ F (LN = (K +1))
3.6 Test de la significativité globale des coefficients d’une
régression
H02b1:b2:b3:...:bK:O

Sous Hy, le modele s’écrit : Y = by e + U, d'ou I;O =7get ﬁc =Y -ye
La SCR, est donc donnée par : SCR, = ¥, (y, — §)%. Sous H;, SCR=U'U.

Par conséquent, sous Hy, E"(y"[i]%z*U/U X N7(§+1) ~ F(K,N - (K +1)). Or

R2=1- %, on obtient donc :
~ 2 N—(K+1
pott E+D g (kN = (K +1))

1—r~ K

Si F' est supérieure au Fractile d’ordre (1 — ) de la loi de Fisher & (K, N —
(K + 1)) ddl, on refuse I'hypothese Hy.

3.7 Le Test de Chow

Question : le modele est-il homogene entre deux groupes d’observation ?

Exemple, dans le domaine de la consommation, on peut se demander si les
comportements de ménages appartenant a divers groupes socio-professionnels
sont similaires ou bien si, au contraire, des différences marquées peuvent étre
constatées.

C’est par la mise en oeuvre du test de Chow que 'on peut tenter d’apporter
une réponse a ces questions.
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3.7.1 Formalisme

Supposons que l'on dispose de deux échantillons (Y1,X1) et (Ya, X2) de
tailles respectives N et N, relatifs a deux groupes d’observations différents
(i.e. deux périodes, deux catégories de ménages,...).

1. Modele relatif au ler groupe :Y; = X3 b1 + U;

Y1 vecteur N7 x 1 des observations pour le premier groupe
X1 matriceN; x (K 4 1) des variables explicatives (1,x1,...,xx)pour le
premier groupe

2. Modele relatif au 2eme groupe Yy = X5 by + Us

avec U ~ N(0,0%Iy,), Uz ~ N(0,02%1y,) et Uy LUy =0

La question posée est de savoir si le comportement modélisé est identique
pour les deux groupes d’observations.

i.e. Hy: by = by contre Hy : by # by

On empile les deux régressions définies ci-dessus. Ceci nous amene a écrire :

(n)=(% %) (n)(o)

Le test de Chow est donc un cas particulier du test de Fisher : on test ici
légalité de deux groupes de coefficients.
Par conséquent, on refuse Hy si

SCR,— SCR y (N1 + Ng) — 2(K + 1)
SCR K +1)

> fa—a) (K +1, N1+ N — (K +1))

oll SCR¢ est la somme des carrés des résidus associées a la régresion sous
I’hyptothese Hy : by = by, SCR est la somme des carrés des résidus associées a
la régression sous I’hypothese Hy = by # bs.

Si cette inégalité est vérifiée, on rejette I'hypotheése d’homogénéité des com-
portements.

Simplification du calcul des SCR et SCR. Sous '’hypothese Hy : by =
by = by, on peut écrire :

(3 )=(3 )w+( o)

On estime donc un seul modele a partir des deux échantillons pris ensemble
et on calcule la somme des carrés des résidus SCR,.
Sous 'hypothese H; on retrouve le modele défini plus haut :

(%) i ( ) (5 )+ (5 )

SONYSUEUN W M 0
- . 7 ’ ’_ X1
On viérifie aisément que Mg =1 - X (X'X) X ( o )
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Donc

SCR = Y/M)}Y = Y{Mxlyl + YQIMXQYQ = SCRy + SCR,

ou SCR; est la somme des carrés des résidus associée a la régression sur
le premier groupe et idem pour SCRs. La SCR sous H; peut s’obtenir comme
sommation des SCR associées aux régressions sur chacun des sous-échantillons.

3.7.2 Principe d’application du test de Chow (sous hypothése d’ho-
mosc édasticité et non-corrélation des résidus).
1. Calculer SCR, en estimant un seul modele pour les N + N5 observations.
2. Calculer SCR en estimant le modele sur chaque échantillon et additionnant
les SCR associées a chacune de ces régressions.
3. Comparer la quantité 2 C%&? CR o Nl“y;;fl()KH) au seuil théorique f(K+
1, Ny + Ny — 2(K + 1))
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4 Propriétés asymptotiques de ’estimateur des
MCO

4.1 Rappel sur les convergences

Soit (X,,) une suite de va. Soit F,, la fonction de répartition de X,,. Soit X
une va de fonction de répartition F'.

Toutes ces va sont définies sur le méme espace probabilisé, c’est-a-dire qu’un
méme événement w détermine une valeur de X, (w), X (w).

4.1.1 Convergence en loi

Définition 4.1. On dit que (X,,) converge en loi vers X (X, L X) si la suite
de fonctions (F;,) converge, point par point, vers F :

Va, F,(x) — F(x).

4.1.2 Convergence en probabilité

Définition 4.2. On dit que (X,,) converge en probabilité vers X (X, L X on
plim X,=X)si

n— o0

Ve >0, Pr{|X, — X|>¢e} — 0.
(NB: Pr{|X, — X|>¢e} =Pr{uw, |[X,(w) — X(w)|] >¢}.)

4.1.3 Différents résultats
- X, 5x=x,5x
— Va constant, X, Lt as X, L a.
X, B xev,Ey=X,+Y, L X+Yet X, V, 2 XY
~ Pour toute fonction g continue, X,, = X = 9(Xn) L g(X) et X, La=
P
9(Xn) = g(a)-
Théoréme 4.1 (Théoréme de Slutsky).

X, 2 xev,La= X,V,% Xa
X, +Y, 5 X+a
Xo/Yn 2 X/asia#0

Théoréme 4.2 (Loi des grands nombres (Chebichev)). Soit (X;) une
suite de va indépendantes telles que EX; =m et VX; = X existent,

N

1

NZXigm gd N — oo.
i=1

Démonstration.
Pour toute va positive X on a le résultat

EX)

Pr(X >a) < "
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en effet
a +o0 +o0
E(X) = /Xf(X)dX+ Xf(X)dX > Xf(X)dX
0 . a a
> a/ f(X)dX =aPr(X >a)
On a donc

N 2
>€> = Pr (%;(Xi—m)> > g2

1 N
— Xi—m
v

d

Comme
N 2 N 2
E <%;(Xi—m)> :%E (Z(Xi—m)> :%

On voit que

4.1.4 Théoreme central limite (Lindeberg-Levy)

Théoréme 4.3 (Théoréme central-limite). Soit (X;) une suite de va iid
telles que EX; = m et VX; = X existent,

1 ol L
\/N(N;Xi—m> = N(0,%).

Démonstration. La demonstration se fait & partir des fonctions caractéris-
tiques. On appelle fonction caracté ristique d’une variable aléatoire Z la fonction

oz (t) = E (exp (it' Z))
[ ]

Proposition 4.4 (Propriété d’injectivité). Si ¢z, (t) = ¢z, (t) alors Fz, =
FZz7 soit Zl i Zg

On peut calculer la fonction de caractéristique d’une loi normale

2 N(0,5) & ¢, (1) = exp (_t/§t>

On a alors directement avec ¢, (t) = F (exp it'vN (# - m))
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vt = 8 (o3 ) (T )
- ELE(QXP%>:|:E(6XP%>:|N

o) ~ (14T L —m>>)]N

VN 2N
N
1 t't
= |:1 — mtlzt] — eXp — B)

Théoréme 4.5 (Méthode delta). Pour toute fonction g continue, differen-
tiable, si

Vi (X, —m) =5 N(0,3),

Vi (g(X,) — g(m)) 5 N (0, (3g<m>) S (39(7“))') .

om’ om’

alors

Démonstration. b
— On a d’abord X,, — m puisque

E(X,-m)® V(/n(X,-m)
g2 a ne2 ~ ne?

Pr(| X, —m|>¢) <

— On applique le théoréme de la valeur moyenne : 3 6,, € [0, 1] tq

90X = glm)+ 5L o+ 0, (X~ m) (X, —m).
V(g% = gm) = 28 (a4 0, (X~ m)) Vi (X — )
- m+06, (X, —m) £ m done Z, = %(m%—@n(Xn—m)) kit aamq, (m).
— Comme /it (X, —m) = N(0,%), et Z, > 29, (m),
VA (G(X) = 9) = Zun/t (X — m) 20 A7 (0, (%) s (%) ) -

4.2 Propriétés asymptotiques de ’estimateur des MCO

On considére le modele
Yi = xib+u;

avec les hypotheses

Hypothese (H1). E (u;|z;) =0
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Hypothése (H3). V (u; |x;) = V (u;) = 02Les observations(y;, z;) € RxRE+L j =
1,..., N,sont iid

Hypothése (H3). VN, X'X est non singuliére
Hypothese (Hy). E(x;2))est inversible
Hypothése (Hs). Les moments de (y;, x;) existent au moins jusqu’a Uordre 4.

Théoréme 4.6. Sous les hypothéses Hy a Hs,
L’estimateur des MCO

~ — N1
bmeo = (X'X) ' XY = <x’x> T3y

1. b= (X'X)"'x'y L,
2 VN (5-) LA (0,07 [E(eia))) ),

3. 82:ﬁ(Y—X3)/(Y—X3) £ 52,
qd N — 0.

On dit que b est convergent et asymptotiquement normal.

Démonstration.

1. Convergence de l’estimateur
L’estimateur des mco s’écrit

o = (X'X) ' XY = 2a; 2y

On remplace y; par sa valeur : y; = ;b + u;. On a donc

o~

1 1 S P—
bimeo = Thx; ) (x:b+w;) = zhx; (:E;:clb + x;uz) =b+alx; iy

7

La loi des grands nombre appliquée & x}x; et ziu; montre que
N N
—— 1 P —— 1 P
T / / v / /
rhr; = — E iz — E(x;27), et aju, = — E xyu; — E(xiug).
i=1 i=1

Remarque : Importance de 'hypothese d’existence des moments d’ordre
4

On en déduit que

x;xiil Lt BE(zxi)™t

[ P

xhw;  xhuy il E(zz}) ' E(ziu,)
~ [ P
bneco = b+alw, Ty Epy E(z2}) ' B(zu,)
puisque E(z;7}) et E(zfu;) sont constants, que 'application A — A~!
est continue et que le produit et la somme de suites de va convergent en
probabilité vers des constantes converge en probabilité.
Comme
On a bien -

b—b
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2. Normalité asymptotique

N —71— 7 .
De byco = b+ zix;  wju; on déduit

~ 1 1

VN (bmco - b) =VNalz; 2lu; =zlz; VN2lu;
On applique le Théoreme Central Limite & v Nzju;. On sait que
E (2
!
1

’U,l) =0
V("E (7 /

) = V(E(zjuilz) +E(V (zjui |2:)) = E @)V (u; |25) 2;) = 0”E (2j2;)

Les moments d’ordre 1 et 2 de a}u; existent donc.
Le TCL permet alors d’affirmer

VNTui = N (0,0°E(wz))

Comme )
——1p _
/ / 1
qui est une matrice constante, on peut donc appliquer le théoreme de

1
Slutsky a 2/z; et vV Nzlu; :

%quxgui L E(z;2}) "'V (0,0%E(z;2}))
= N (0,E(z;2}) ' o?E(z2})E(zz}) ")
= N (0,0%E(z;z})™")

on a donc bien

VN (Zf b) LN (0,02 [E(x,;x;)rl)

3. Estimation de la variance
L’estimateur de la variance des résidus

1 ~ ~
A Y—X) (Y—X)

7 N—K—l( b b
s’écrit compte tenude Y = Xb+U

e () o) (x(7) )
_ %@(b—@)+ui)'(xi(bf3)+ui)
= %(b_b\)/x;xi(b_/b\>+(b_/l;>/xiui+uixi(b—/b\>+uiu;/
= N_];]{_l[(b5>I%(b/5>+2(b3)’%+u_§}502

. ~P ,—— P / —— P / 5 P 9 9
puisque b — br,x; — E (%%) ,xu; — B (mlul) yu; = B (uz) =0
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4.3 Estimation de la variance de l’estimateur

La matrice de variance-covariance asymptotique de l'estimateur “dilaté ”
\/NB est
Vs (\/ Nb) = o2 [E(xixz)]_l )

Cette matrice peut étre estimée de fagon convergente par

v INA PN v WP | o

Vas ( Nb) =0 (ZL’;SUZ) =0 (NX/X) .
La matrice de variance-covariance de b est approxiamtivement

V(B) = o2 [Elen) "
= NJO[ (zizi)] .

Cette matrice peut étre estimée de facon convergente par

v (B) ~ %82 (xgxi)il - %32 (%X’X) Ty (x'x)".

5 Tests asymptotiques

On définit une région critique RC pour une statistique S telle que
SeRC= on rejette Hy contre H;

Définition 5.1. On dit que le test de région critique RC est asymptotique si
ses propriétés sont valables pour N grand; qu'il est de niveau asymptotique «

si Nlim Pr (§ € RC |H0) = «; et qu’il est convergent si sa puissance tend vers
— 00
un ( lim Pr (§ € RC |Ha) =1).
N—oo
Pr (S e RC |H0) est le risque de premiére espéce : la probabilité de rejeter
Hj a tort. a est choisi petit : (5% , 1% ).
Pr (§ e RC |Ha) est le risque de deuxiéme espéce : la probabilité d’accepter
Hy a tort c’est a dire la puissance du test.
5.0.1 p-value

La statistique S est choisie de telle sorte que sous Hy S - So
et la loi de Sy est connue et positive (valeur absolue d’une loi normale, loi
du khi deux). La région critique est définit comme

RC={S|S>q(l—a,5)}
ot ¢ (1 — «, S) est le quantile d’ordre 1 — o de Sp.
Pr(So>q(1—a,S)) =«

Définition 5.2 (p-value). On définit la p-value p (§) comme S = q (1 —-p (g) ,So>

ie.
p(8) =pe {5 > 5.
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Pour tout seuil a, on rejette Hy au seuil o ssi a > p (§) En effet, si

a>p <§) c’est que
a=Pr{So>q(1—a,S)} ZPr{So >§} = {§>q(1704,50)}

5.1 Test d’hypotheéses linéaires

On teste un systéme de contraintes linéaires. Pour R € RP*(K+1) une ma-
trice dont les lignes sont linéairement indépendantes, et » € R?, on teste

Hy: Rb=r contre H, : Rb # .
L’estimateur des MCO étant asymptotiquement normal,
VN (B . b) LN (0, Vis (va) = 52 [E(x,’izi)rl)
on a sous Hy

VN (Bb=r) 5 N (0,Ves (VNRD) = 0*R [E(a}es)] ' R)

5.1.1 Cas d’une seule contrainte, p =1 : test de Student.

On écrit R = ¢’ € RE*1! et r € R. Sous '’hypothese nulle
Hy:cb=r
On a donc
VN (C@— r) Ly (07C/Vas (\/NE) c)
ou encore N
VNt I v0,),

/Vas (\/Na c

Vs (\/ﬁg) = o? [E(z}z;)] ~! est inconnue mais on en a un estimateur convergent

~ — N1 _
Vs (\/TVB) = 5?2 (x;xl) = 0?2 (%X/X) ' On applique le théoreme de
Slutsky. On en déduit que la statistique de Student :

~ 7 i
T=VN——2—" 277 L pro,1).

\/c’vas (\/NB) c \/c’i\/ (3) c
Test bilateral.Hy : ¢'b—r =0 contre Hy : ¢b—r #0 On définit la région

critique comme
w={r)r1>4(1-3)]

ot ¢ (1 — %) est le quantile 1 — § de la loi normale N'(0,1)
Sous Hy on a

Pr{fGW\Ho}ePr{\N(O,lﬂ>q(1—%)}:a
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Sous H; onac’g—r—w’b—r:m;«éOdonc

7] /R =|(5-)| / e (VEB) c = / Vs (VID) <

don ‘T\‘—>+oo:>Pr{f€W\H1}—>1

Test unilatéral Hy : ¢b—r =0 contre Hy : b—r >0  On définit la région
critique comme
W={TIT>q(1-a)}

ol ¢ (1 — ) est le quantile 1 — « de la loi normale A/(0,1)
Sous Hy on a

Pr{feW|H0}_>Pr{N(o,1) >q¢l-a)=a

Sous Hyonacb—r—cb—r=m >0 donc

IV = (¢r) e () = [ e (v3)

don ‘f‘—>+oo:>Pr{f€W\Hl}—>1

5.1.2 Cas de plusieurs contraintes, p < K : test de Wald.
Rappel Z ~ N(0,%), ¥ inversible = Z'Y"1Z ~ x%. D’olt

N (R~ r)/ (RVas (VD) R’)fl (Rb—r) L2

On peut remplacer V44 (\/Ng) par un estimateur convergent et appliquer Slutsky.
D’ou, sous ’hypothese nulle, Hy : Rbg = r, et apres simplification des NV,

W = v (wh=r) B9 (VAR ] (- 0)

= (mb- 7")/ 7Y (3) R - (85 -r)
(RZ - 7')/ [R (X'x)"! R’} B (RZ - 1")

o2

2
p’

:pﬁix sous Hy

Région critique et p-value On rejettera Hy au seuil a si la statistique de
Wald, W, est supérieure au quantile 1 — « de la loi du x2 & p (le nombre de
contraintes) degrés de liberté :

o~

W >q((1—a),x2)

Sous Hg on a

Pr (W >q((1— a),xf,)) —Pr(x;>q((1-a)x;)) =«
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Sous HlonaRg—raRb—r:m;ﬁO
Donc W/N = (RB— r)l [Rvas (\/NB) R'} o (RB— r) —constante
et donc

W — oo

La p value est définie comme p = Pr (Sg > /W)

Application : Test de la nullité des parametres d’une régression sauf
la constante. Pour tester la nullité de tous les parametres d’une régression
sauf la constante, on peut former la statistique de Fisher comme

~ (SCRc—-SCR)/K) R> N-K-1
SCR/(N-K—-1) 1-R2? K

D’ou
— R2

Sous Hy il est facile de voir que R? £ qd N — oco. On a donc
W ~ NR?
On peut utiliser la statistique NR? et rejetter hypothese nulle si

NR? > q((l —a%xﬁ).

5.2 Test d’hypothéses non linéaires

Le principe du test de Wald s’applique au test d’hypotheses non liné aires
générales de la forme :
HO : g(b) = 07

ot g(b) est un vecteur de p contraintes non linéaires sur les parametres telle que

dg(b) dg(bo) <59(b0)

est de plein rang <

i
o o 2 > inversible.

_ . og(b) _
Remarque g(b) = Rb — r; alors <57 = R.

En appliquant la méthode delta :

VN (o) - o) % (o,az 20 (%—2“)) .

Cas d’une seule contrainte, p = 1. On forme la statistique de student :
9(b)
297 (3) (20
V509 (5) (%2)

et on procede comme dans le cas d’une contrainte linéaire.

f:
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Cas de plusieurs contraintes, p < K+1. On calcule la statistique de Wald :

~ ~ 71 —1
w2 | 090) 5 ) [ 99(b) o
W=g@) |5V (b) | %57 b
9(b) [ CAV () (S22 | 9@
que I’on compare au quantile 1 —a de la loi du x? & p (le nombre de contraintes)
degrés de liberté.

6 Le modele linéaire sans I’hypothese 11D

6.1 Présentation

On considere le cas dans lequel une variable aléatoire y; dépend de K + 1

variables explicatives x; :
Yi = b+ u;

On maintient ’hypothese
Hypothese (Hy). E (u;|z;) =0

En revanche, on ne fait plus ’hypotheése iid :
Hypothése (Hypotheése iid).

Var (u; |z;) = o2

Cov (us,ujlz;) =0

6.2 Exemples :

Exemple (Séries temporelles). Erreurs distribuées suivant une moyenne mo-
bile :

ye = b+
U = &t+pee—1
et E(e¢|X) =0, E(eiep | X)=0pour t #t, E (¢} |X) = o2
donc
EW?|X) = El(e+pei-1)’ = E (e +2pe0ei-1 + pPely) = o2 (14 p?)
E(uu,_ |X) = E(et+pei-1) (e0-1 + per—2) = 02p
E(uu,|X) = 0 [t—t|>1

La matrice de variance covariance s’écrit alors pour un échantillon de taille

(1+p%) p 0 - 0

) L :

VUIX) = o 0 0
0 0 »p (1pr2)
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Exemple (Données de panel). Données & double indice :
Yits Lit 1= 1,...,]\[7 t= 1,...,T

1 indice représentant les individus en général grand,
t indice temporel, en général faible
Le modele s’écrit comme d’habitude :

Yt =Tyb+uy i=1,...,N, t=1,...,T

ou encore

On fait les hypothéses

B (1, X) = 0

E () [X) =0V i#;

En revanche on ne fait pas hypothése

E (uwu; |X ) = oIt

Le résidu u;; incorpore des éléments inobservés permanent dans le temps.

Exemple (Modéle a erreurs composées).
Uit = € + Wit
avec

E (ww}|X) =0 Ir, E(e;w} |X) =0, E (7 |X) = 02

On détermine facilement la matrice de variance

2 2 2 2
o +oy o - o;
2
— / _ O¢
Q=F(uu; |X)=
2
B ' 2 20E 2
oz cee 0 ot oy

ainsi que la matrice de variance covariance des résidus empilés

E(UU'|X) = IN®Q
75 O'2INT

Exemple (Régressions empilées). M variables & expliquer, K, +1 variables
explicatives x,,; dans ’équation de y,,; :

Ymiyr Tmi iZl,...7N7 m:l,...,M

Le modele s’écrit pour chaque variable dépendante :

ymi:xmibm+umi i=1,...,N

ou encore
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Y1i z1; 0 by Uy
= 0o . 0 S B
YMi 0 s b Upgi
Yy, = )Z'Z-g—l—gi i=1,...,N,

7

ou Xi est la matrice bloc diagonale dont les élé ments de la diagonale sont ;.
Un tel systéme porte le non de SUR system, SUR signifiant Seemingly Unrelated
Regressions. Elle correspnd a la situation dans laquelle il n’y a pas de restrictions
entre les coefficients intervenant dans chaque équation. Un cas particulier est
donné par le fait que dans chaque équation I'ensemble des variables explicatives
soit le méme x,,; = ;. Dans ce cas la matrice X; sécrit simplement X; = Iy ®x;

Il peut y avoir a 'inverse des spécifications plus contraintes. On peut par
exemple introduire des restrictions entre les parametres des équations : égalité
de coefficients entre deux équations, nullité de la somme de coefficients d’une
variable intervenant dans chaque équation...Ces restrictions peuvent s’écrire sous
la forme 3 b et H tel que b = Hb. L’équation générale se réécrit donc :

Yy, = )?iHb—i—gi t1=1,...,N,
Yy, = Xib+u, i=1,...,N,
avecXi:f(iH
On fait les hypotheéses
E(u;|1X)=0

s o .,
E(uwu|X)=0Vi#]j
i _
E(wu;|X) =X
Les résidus u,,; n’ont pas nécessairement la méme variance et peuvent en
outre étre corrélés entre eux. On peut distinguer le cas particulier ou ¥ =

; 2 2
diag (01, cee O'M)
La matrice de variance covariance des résidus empilés a alors pour expression

EUU |X) = Iy®%

# o’Int

Exemple (Modele a coefficent aléatoire). (dim (x;) = 1)

Yyi = a+xib+ vy

bi = b+vy
avec , E (v;|X) =0, E(v;v; |X) =0 pour i # j, E (v|X) =02,
et E (vp; | X) =0, E (vpivp; | X ) =0 pour i # j, E (vgl- \X) = o7,
etE(’Ubﬂ}j|X):O V’L,j
Le modele se réécrit donc

yi = a+xibi+vi=a+x;(b+uvy) +uv

a+2;b+zivn +v; =a+ b+

U; = XUy + Vs
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On a donc les propriétés

et

= E((wivei + vi) (xjvp5 + v5) [ X)

= .’I?iQ?jE (’Ubﬂ}bj |X) +x; F (’Ubi’l}j |X) + .”L'jE (’Uﬂ]b]‘ |X) + F (’Ui’l}j |X> =0
E(ui|X) = wzioj+o,

2
E ((xivbi + ;) \X) =F ((vaﬁz + 2z;0pv; + ’Uf) 1X)
La matrice de variance covariance s’écrit donc

E(UU'") = Diag(o?+a2i0;)
7é 0'211\]

Exemple (Modéle hétéroscédastique en coupe).
Yi = a+ z:b + uy

avec ,

E(u; |X) =0,

E (v;v; | X) =0 pour i # j,

E (v} |X) =07,

La matrice de variance covariance s’écrit donc

EUU'|X) Diag (07)

# o’y

6.3 Conclusion des exemples

Une grande diversité de situations

La matrice de variance des perturbations peut

— dépendre ou non des variables explicatives :
cas par exemple du modele & coefficients aléatoires

— dépendre de parametres additionnel de dimension finie :
cas par exemple des données de panel, des régressions
empilées

— dépendre de parametres additionnels de dimension infinie :
cas du modele hétéroscédastique en coupe
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6.4 Le modele linéaire hétéroscédastique
6.4.1 Définition et hypotheses

On considere le cas dans lequel une variable aléatoire y; dépend de K + 1
variables explicatives x; :
yi = zb+u

soit
Y=Xb+U

avec les hypotheses
Hypothese (Hy). E(U|X)=0
Hypothése (Hy). E(UU'|X) = Q=X (X,0) inversible
Hypothese (H;3). X'X inversible

Le modele est dit hétéroscédastique car on n’a plus I’hypothese
Hypotheése (Non-Hy). E(UU' |X) = 0?1

Dans un tel cas le modele aurait été dit homoscédastique.

On peut distinguer deux types d’hétéroscédasticité

— hétéroscédasticité due au fait que les données ne sont pas iid : corrélation
des perturbations, hétérogéné ité de la variance

E(UU'|X) =% (0)

c’est le cas du modele a moyenne mobile du modele de données de panel, du
modele de régressions empilées et du modele hétéroscédastique en coupe.
— hétéroscédasticité due aux variables explicatives

EWUU'|X)=X(X,0), dépend de X

c’est le cas du modele a coefficients variables

On se pose les questions suivantes

— Les propriétés statistiques de ’estimateur des MCO sont elles modifiées 7
— L’estimateur est-il toujours sans biais et convergent ?
— Quelle est sa matrice de variance et comment ’estimer 7

— L’estimateur des MCO est-il toujours optimal ?

— Comment détecter la présence d’hétéroscédasticité ?

6.5 Estimation par les MCO

Proposition 6.1. Sous les hypotheses H1, H2, H3, l'estimateur des MCO,
byco = (X' X)71X'Y, est sans biais :

E (bucol X) =0,

et sa variance sachant X est

14 (ZJVICO|X> = (X'X)"'X'ox(x'x)"".
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Démonstration.
On a
baco = (X'X)'X'Y = (X'X)"1X' (Xb+U)

= b+ (X'X)"'X'U

On a donc pour 'espérance de I'estimation

E(/b\MCO|X) = b+ E((X'X)"'X'U|X)
= b+ (X'X)'X'E(U|X)=b
De plus
V (bucolX) = V((X'X)7'X'UIX)
= (X'X)"'X'VUIX)X(X'X)!
= (X'X)"'X'ax(X'X)".
u

6.6 La méthode des Moindres Carrés Généralisés (MCG)

Définition 6.1. L’estimateur des MCG est solution du probleme :
min {SCRG(b) = (Y — Xb)' Q"1 (Y — Xb)}

Proposition 6.2. Sous les hypothéses H1, H2, H3, lestimateur des MCG
existe, il est unique et est donné par :

b= (X'Q' X)) X'Q Y.

Démonstration.
Les conditions du premier ordre C'IN s’écrivent :

~

9SCRG(b)

S =2x (Y _ XE) —0e X'Q'Xb=X'Q 1Y

La matrice hessienne de 1'objectif a pour expression

~

OSCRG(b)

oy~ X

Sous H1, H2, H3, X'Q~'X est inversible symé trique et positive : V a # 0 €
RE+L 4, Xa # 0 sinon X’X non inversible. Comme 2 est inversible on a
(Xa)' Q'Xa > 0. D'on

- %};g(b) < 0: Les C'N sont nécessaires et suffisantes,

— by = (X/Q_lX)_lX/Q_ly
car X’ 1 X inversible
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Sphéricisation. Pour toute matrice symétrique et définie positive W il existe
une matrice W1/2 telle que W = (W1/2)2. Cette matrice n’est pas unique. On
peut clairement la choisir comme symétrique et semi-définie positive (Puisque W
est symétrique et semie dé finie positive elle est diagonalisable dans le groupe
orthogonal : W = P'DP, avec PP = I et D = Diag (\,) la matrice dia-
gonale formée des valeurs propres de W. D2 = Diag (m) existe et vérifie
(DI/Q)2 = D. On peut définir W/2 = P'DY2P, et on a W2 symétrique semi
définie positive.). D’autres choix sont néanmoins possible et peuvent se révéler
int éressant, comme le fait de choisir W'/2 triangulaire inférieure ou supérieur.
D’une facon ou d’une autre, on définit ainsi Q=12 et Q'/2 vérifiant

0-1/2 — (91/2>71

d’ou .
01— {91/291/2] —0-1/20-1/2.

Si on multiplie le modele par Q~'/2 on a :
Q 2y = Q7 2xbp+Q VU
Y = Xb+U

Cette transformation des variables Y et X en Q12Y et Q712X est dite
opération de sphéricisation. On dit : sphériciser un modele .On a

H1:E ([7 ’)?) = B(Q12U|Q71/2X) = Q V2E(U|X) =0

H2:E ((7(7/ ‘5{) = B (Q V20UV | V2X) = Q2B (UU |X ) QL2

=Q7 12012 =1

H3: X'X = X'Q-V¥Q-1/2X = X'Q~1X inversible

L’estimateur des MCG est I'estimateur des MCO des coefficients de la ré-
gression de Y sur les colonnes de X :

= ~ ~\—1 - _
buco = (X'X) XV = (x'07x) 7 X0 r0 Y
= (X'Q'X) T XY = byoe
6.7 Propriétés statistiques de ’espérance et de la variance
conditionnelle des MCG
Proposition 6.3. L’estimateur des MCG vérifie les propriétées suivantes

1. L’estimateur des MCG est sans biais : E (EMCG \X) =b

2. L’estimateur des MCG a pour matrice de variance
V(barea|X) = (X'Q71X)7!

3. L’estimateur des MCG est le meilleur estimateur linéaire sans biais (Th.
de Gauss Markov)

Pémonstration.
buce = (X'Q7'X)7IX'Q7Y = (X'Q71X) T X'QH (Xb+U)

Sbyoe = b+ (X'Q71X)71X'Q7 U
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1. Sans biais :
E (EMCG \X) = b+ E((X'Q7'X)T'X'Q7U|X)
b+ (X'Q'X)TIX'QOTTE(UIX) =0

2. Variance
V(EMCG|X) = V((X'Q'X) ' X'Q U X)
= (Xo'x)'xXolvuix)otxxotx) !
= xXo'x)'x'o oo lxxotx)!
— (XIQ_lX)_l

~

3. Optimalité : Provient directement de /I;MCG = EMCO et ZMCO optimal
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7 L’estimateur des MCQG

La matrice €2 est inconnue. L’estimateur des MCG et la matrice de variance
des MCO ne sont pas calculables. Il faut donc estimer cette matrice. Soit €2 un
estimateur de 2. On appelle estimateur des Moindres Carrés Quasi-Généralisés
I’estimateur : R R R

bucoe = (X'Q71X)"1X'Q Y.

L’estimateur des MCQG n’est en général pas sans biais ni linéaire en Y’
puisque {2 dépend de Y.
Les propriétés de bayscga ne peuvent donc étre qu’asymptotiques.

7.0.1 Cas ou Q2 =3(0) et 6 de dimension finie

On considere le modele
Y, =z;b+ u;, Y, dedim M x 1, z; dedim M x K +1

avec les hypotheses
Hypothese (H;). E (u;|z;) =0

Hypothese (Hz). V (y;|z;) =V (u;) = £(0) ¥ de dim M x M, 0 est alors
nécessairement de dimension finie

Hypothése (Hj). Les observations (y,,z;) € RxR K+l 4 =1,...,N, sont iid
Hypothése (H, et Hs). ¥V N X'X et E(z;z}) sont inversibles

Hypothése (Hg). Les moments de (gi,gi) existent au moins jusqu’a ’ordre 4.

Théoréme 7.1. Sous les hypothéses H1 a H6, l'estimateur des MCO

~ SR N S
binco = (XIX)71 XY = (%L) &;y

Zg
verifie quand N — 00

~ P
1. byeo — b, convergence ;

o~

2. VN (Emco — b) LN (O,Vas (bmco)), Normalité asymptotique ;

9. Vas (bieo) = [B(ajzs)] ™" BlaDe,) [E(ziz:)) ™

~ —~ ~ /
4. X = (gi - gibmco> (gi - gibmco> —aa 5 Y, Estimation de ¥

L)

o~

5 Vs (gmco> = (zlz;) 1@§:% tr Vs (bmco) Estimation de V
6 VNV (o) (Brco —8) 2 N (0,1)

Démonstration.
Si M est la longueur du vecteur y, : y' = (v - ymi)

/v ~i=N,m=M _ «i=Nwm=M , _  _ =N _,
X'X —Zi:1,m:1 TimTim = D ey Dame1 TimTim = D i1 Tik;

d’ou 'expression de b0
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- SN |
1. Convergence On a b0 = b+ (gigl) iy,

. Normalité asymptotique \/_( meo — b) ( Tx;

7 L’ESTIMATEUR DES MCQG

Comme les observations sont indépendantes entre deux individus i et j et
que les moments d’ordre 4 existent, d’o I’existence de moments d’ordre 2

pour ziz,et zlu, en appliquant la loi des grands nombre (gggJ Thu; —

E (zjz;) " E (] JetE(z-w):E(ﬁfE(zlfﬂ))*O

N

) = 0 et V(a: u;) =
;) existent. On a donc

!
Théoréme central limite appliqué a ziu, E (2]
E(V (ziw; |zi)) = E(z;V (u; |zi)z;) = E( iz
VNZu, % N (0. E (2/5z,))
On applique le théoreme de Slutsky (@) B ZE @;%)71 et vV Nzju, EX
N (0, B (25x,)
donc

\/N(Emw—b) = (zé&)il Nzju,

—1

. Estimation de ¥

— — — 7
M= (gz - &ibmco) (g - &ibmco) = Qzﬂ;

Ei = gl - £z‘bmco =Z; (b - bmco) + u,

& _ (£ (b —cho) +gi) (Q (b meco) +gi),

-7 < N ~ /
Z,; (b - bmco) @2 + u; (b - bmco) @;

Le premier terme converge vers X par la loi des grands nombres.
Le deuxiéme terme est une matrice dont les éléments sont somme de termes

o (v - bmw) (b—@mw)m af = (b- bmw) (b—@mw)m -

comme (b — bmco) — 0 et que a:l xl, L E (thl, ) le deuxiéme terme

tend vers zero en probabilité. De méme pour le troisieme et le quatrieme
terme.

. Estimation de la variance de l’estimateur des mco

~ [~ 1—= 1 p '~
\Y% (bmco> - @;L) QEL&QL -V (bma))

Le seul terme important est ggigz et on a

oS, - E @) = (¢S - 2, + (d¥, - E (@/3a,))

~ (¢(E-2)u) + (% - Bzn)
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Le deuxiéme terme tend vers zero en probabilité par la loi forte des grands
nombres.

Le premier terme tend vers zero en probabilité par le méme genre d’argu-
- . aPr
ment que précédemment, puisque 3 — X

Enfin, comme

i) 5 () € ) 5 0 ()

on a directement par le théoreme de Slutsky

o~

VNV ( mco)fl/2 (bmw _ b) L N(0, 1)

Hypothese (H7). 3 s 0, Vestimateur des MCQG

Théoréme 7.2. Sous les hypothéses H1 a H7, et si

-1

chqg = (ggz (5)71 L) iy (@)71 Y,

vérifie quand N — oo

5.
Démonstration. Soit & = ¥ ( ) Comme 0 5 0, Ny

1.

Vs (o) =257z, BV (b

-~ P
. bimeqg — b, Convergence;

VN (Bmcqg — b) L N (O,Vas ( mcqg>) Normalité asymptotique ;

V (Bas) = [Blafs—t0]
entre MCQG et MCG

! V( mcg> Equivalence asymptotique

o~

FEstimation de la variance ;

—1/2 /. mcg)
VNVas (bmeas)  (Bimeag =) 5 N (0,1).

~

P

~ = —1—=
_ S /-1
Convergence bycqq = b+ (giZ gz) ;X

Chaque terme de /X ~12; est somme de termes de la forme thmlm/xl/ =
m,m’

- 1 1
) m,xﬁxf, converge vers Em m,xﬁxf,’ =¥ K (mﬁxl, ) et est le terme

correspondant de E (z;%"'z;) . On a donc
ggi—lgi LNy (g;E_lgi)

De méme

=

“

“lu, 5 E (2} ') = E (237 (u]z;)) = 0

D’ou la convergence de I'estimateur
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2. Normalité asymptotique
Le seul point & montrer est v/ Nggfl—lgi LN (0,E (z;x'x;))

\/Ng’ii_lgi = \/NQ (i—l — E_l) w;, + VNzEu,

Chaque terme de \/Ng; (f)*l — E*1> u; est de la forme

— E;ﬁjm/> V Nmfiul/i

m,m’ m,m’

\/NI'Z (i';t}m’ - Eil )ul’i = (iil

Le premier terme converge en probabilité vers 0. Le deuxiéme terme converge
en loi vers une loi normale.

Elle est donc bornée en probabilité :

Xn bornée en probabilité si V6 > 0 IM s et N5 tq N > Ns= P (| Xny|> Ms) <o
On peut montrer que le produit d’une suite convergeant en probabilité

vers 0 et une suite bornée en probabilité converge en probabilité vers 0. Le

comportement asymptotique de v N ggiflgi est donc le méme que celui
de VNz;¥~1u,. Comme V @;E_lgi) =F @;Z_lgi) , il converge donc en
loi vers une loi normale N (0, E (z/X7'z;))

3. Les deux derniers points se démontrent de la méme fagon que pr écédem-
ment.

7.0.2 Application

Données de panel et Régressions empilées
— On estime le modele
Y, = Qib + u;

par les MCO : byco = (X'X) " (X'Y)
— On calcule le résidu pour chaque individu

u; =y, —z;buco

— On calcule un estimateur de la matrice de variance des résidus

<

b :Q1@

)

— On peut alors déterminer la variance asymptotique et la variance de 1’es-
timateur des MCO par

Vas @nco) — (@) oSedz,
~ [~ 1 ~ ~
bmco) = X7 Vas (bmco)
v ( i NV ’ -

— On calcule 'estimateur des MCQG

~ = -1—=
_ (5= 1
bmcqg = (EiE 1@1) 21'2 1y<

—1
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— On calcule la variance asymptotique et la variance de l'estimateur des

MCQG
Vo (brws) = 252,
\A/(Bmcqg> = %vas (gmcqg)

7.0.3 Retour sur les régressions SUR

On considere la situation dans laquelle ’ensemble des régresseurs intervenant
dans chaque équation est le méme, lorsqu’il n’y a pas de contrainte entre les
parametres d'une équation a ’autre. Dans une telle situation on a,

Théoréme 7.3 (Théoréme de Zellner). L’estimateur des MCG est équivalent
a lestimateur des MCO effectué équation par équation.

Démonstration.
Un tel modele s’écrit sous la forme :

et b = (bll, cee b;w) est de dimension M (K + 1). Dans ce cas l'estimateur des
MCG est donné par

R 1
buce = Iy @2:) S (I @ 23)  (Iy @ 33) By,

Rappel sur les produits de Kronecker de matrices : si AC et BD existent, c’est
a dire si leurs dimensions sont conformes aux produits matriciels, on a

(A® B) (C ® D) = (AC @ BD)

On rappelle aussi que (A® B) = (A’ ® B').
Dans ces conditions, puisque X' = 71 ® 1 et que x; est de dimension
1x(K+1)ona (IM®xi)/Z_1 = ([M®.Z‘;> (Z_l ® 1) = (Z_l ®m;) .On a

de méme (In; @ ) 1 (I @ ) = (Z_l ® x;> Iy ®x;) = (E_l ® x;xl) et
(Iny ® xi)/ 2—1& = (IM ® a:;> (E—lgi ® 1) = (Z—lgi ® x;> . On a donc

> s o7 Y et oo\ -1/ N
buce = XTl@z; (E’lgi ® xi) =X Qx;x; (E*lgi ® xi)
Comme

7 -1, 7 -1
Y1 \ ;4 T T XY

—1
Y D (mlﬂcz xz) =1|: =

2

7 -1, 7 -1,
Ymi \ ;T Ty T,T; T YMi
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on voit que

T Ty brco (1)

-1, )
5) =] : -

bvuece =y, ® (x;xz
T x;yMi brrco (M)

—~ -
N ’ ! . 7’ . .
ol byrco (M) = ;@ T;Ym; est Pestimateur des mco sur 1’ équation m prise

individuellement.
Remarquons toutefois que la variance de I'estimateur s’écrit

——1, ’ 1, !

S ® (E (x;xi)_1>

Bien que pouvant étre calculés simplement équation par é quation, les estima-
teurs pour chaque équations sont corrélés entre eux. m

Vas (/b\MCG)

7.0.4 Casolu Q=3%(0,X) et 6 de dimension finie

On considere le modele
y,=zb+uy,
avec les hypotheses
Hypotheése (Hy). E (u;|z;) =0
Hypothése (Hz). V (u; |z;) =V (u;) = X (0, ;) réguliere : Co
Hypothése (Hs). Les observations (gi,gi) € RxR K+ j=1,..., N, sont iid
Hypotheése (H, et Hs). V N X'X et E(z;z}) sont inversibles

Hypotheése (Hg). Les moments de (Qi’ x,) existent au moins jusqu’a n’importe
quel ordre

Hypotheése (H7). 3 950
Théoréme 7.4. Sous les hypothéses H1 a H7, l’estimateur des MCQG

~ —1

bimeqg = (X'IN@@E(@,X)_lX)1X’IN®2(§,X) Y

~ -1 ! N -1
- (gz(a,x) g) @22(97?() Y;

vérifie quand N — oo

o~

P
1. bpegg — b, Convergence

2. V/N (Emcqg — b) Lonv (O,VaS (Bmcqg)) , Normalité asymptotique

o~ o~

3. Vs (bmcqg) = [E@;E (gi,e)flgi)} o =V (bmcg) Equivalence MCQG et
MCG -
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1
~ —1 ~
4. VaS ( mcqg) =z.¥ (gi,G) z; L Vs (bmcqg> Estimation de V

5. VNV,. ( mcqg)fm (Bmcqg - b) L N(0,1)

Démonstration. Soit iz =X (
= —1—=
1. Convergence bmcqq =b+ ( ZZ ) 5

T 7 =1

=
L‘E' Z; —332(37“ 2zt

Y (x,,0 g-comme&ie
2 (2::0) = = @t) 2

— ~
Z%: z—E (222 (;,0)"" zz-)
D’ott la convergence de l'estimateur puisque E (QE (z;,0) " gl) =0
2. Normalité asymptotique
Le seul point & montrer est v/ Nggf];lgi LN (O, E (giE (z;, 9)_1 L))

VNZS = VN (57 = 2 (2,,0) ) w + VNZS (2,,0)

St = St = O /06 (0,2,) (0 0) , avec |0 — 6| < |7 0]

m,m/’ m,

Chaque terme de vV Nz (i—l — Z—l) u,; est somme de termes de la forme

VNl (St = St ) s = VN0 (06 (0,,) (0-0) Le

deuxiéme terme converge en probabilité vers 0. Le premier terme converge

en loi vers une loi normale si xﬁul,iazm’m,/ae (9,%) a des moments

d’ordre 1 et 2. Elle est donc bornée en probabilité et on procede comme
précédemment.

3. Les deux derniers points se démontrent de la méme facon que pr écédem-
ment.

7.0.5 Application :

Modele en coupe
yi = zb+u

dans lequel on spécifie la forme de 1'hétérogénéité (p.e. modele & coefficient
aléatoire). On suppose qu'il existe des variables z; formées & partir de z; telles
que

2 _
o; = expz

log (07) = 20
On procede de la fagon suivante :

1. Calcul de gMco et des résidus : u; = y; — xigMC’O-



o4 7 L’ESTIMATEUR DES MCQG

2

. Régression de log (u?) sur les variables z; : log (47) = 26 + w;.

2

3. Construction d’un estimateur de ¢; par o; = exp zéé/?
4. Calcul des données sphéricisées : y; = y;/0;, T; = x;/0;
5

. Calcul de P'estimateur des MCO sur ces données

7.0.6 Cas ot Q=% (0) et § de dimension quelconque

On considére le modele

avec les hypotheses
Hypotheése (Hy). E(u;|z;) =0
Hypotheése (Hz2). V (u; |z;) = X (0) et 6 de dimension quelconque
Hypothese (H3). Les observations (y,,z;) € RxR K+l i =1,..,N, sont iid
Hypothese (H,). V N X’X est non singuliere
Hypothése (Hs). E(z;z)) est inversible

Hypothese (Hg). Les moments de (y,,z;) existent au moins jusqu'a I'ordre 8.

Théoreme 7.5. Sous les hypotheses H1 a HG6, l'estimateur des MCO

~ N1
bneo = (X'X) L XY = <g’§) .

verifie quand N — oo
1. o = b,
2 VN (Beo ) BN (0.V (b))

3.V (Bmw) = [E(zjz,)] ! Elziulz,) [E(aia,)] "

~ 1 1 p ~
(o T 7
4.V (bmco) = (EZQZ) LU U T, 25T, -V (bmco)

5. VRV (o) (bues —) £ N (0.1),

Démonstration.

1. Le premier point se démontre comme précédemment
N -1
2. Pour le deuxiéme pointv/ N (bmco - b) = (g;gz) VNziu,

3. Théoréme central limite appliqué & zlu, : E (ziu;,) = 0 et V (zlu,;) =

E (ziu;u)z;) existent. On a donc v Nzlu, LN 0, E (zhu,uiz;))

L2y At

On a donc
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4. Estimation de la matrice de variance
. . == _ P
Le point important est de montrer que ziuu}z; — E (zjuwu,x;)

—=1—1—1=1

- ~ ~ !
s, = T (zi (b - bmco) + ui> (zi (b - bmco) + ui> z;

- ~ ~ !
= Qgﬂzﬂgiz + &;&z (b - bmco) (b - bmco) Qé&l +

~ ~ /
/ !/ / /
ﬁi@i (b - bmco) Qiﬁi + Qi@i (b - anco) &i&i

Le premier terme converge vers E (ziu,ujz;) car les moments d’ordre 8
existent.

Le deuxiéme terme est une matrice dont les éléments sont somme de termes

@;Qi)lllz (b _Emco)m (b —Emco)m/ @;Qz‘)z’llé =

(b 7gmco) (b 7Emco> , (Q;Zi)lllz (Eggl)lilé comme (b 7gmco) g 0 et

que (z52;),,, (Z52;) L E (@;%‘)lllg (E;zi)l%) le deuxi éme terme tend

vers zero en probabilité. De méme pour le troisi eme et le quatrieme terme.

Cet estimateur de la matrice de variance de 1’estimateur des mco est connu
sous le nom de matrice de variance de White robuste a I’hét éros-
cédasticité. Il est trés couramment utilisé et syst ématiquement proposé
dans les logiciels standards.

Il faut néanmoins conservé a ’esprit que cet estimateur n’est convergeant
que pour pour des échantillons de grandes taille pour lesquels on peut
espérer que les moments d’ordre quatre calculés soient proches de leurs
valeur moyenne

7.0.7 Application

Modele hétéroscédastique en coupe
V (ul) =0;

7.1 Tests d’hétéroscédasticité

On considere le cas des régressions en coupe
Yi = b+ uy
(yi, x;) indépendants

7.1.1 Test de Goldfeld-Quandt

Si la variance o7 varie de fagon monotone en fonction d’emph des variables
explicatives (appelons-la z; € R), on peut ordonner les observations en fonction
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de z; et supposer que z; < z;11. On partitionne ensuite les observations en deux
groupes tels que :

Y1 T
31 = : s X1 = 5
YNy mﬁvl
YN2+1 $§V2+1
Yy = : ;o Xo=
YN Ty

Les seuils N7 et Ns sont choisis de fagon a écarter les deux échantillons. En
pratique on prend N; =~ N/3 et Ny = 2N/3.

On estime le modele linéaire par la méthode des MCO sur chaque sous-
échantillon. Soient

1 ol
~2 17 \2
o] = i — x:b1)7,
1 Nlinlz_Zl(yz Zl)
1 N
~2 17 \2
05 = ; — ;b
2 N _ N2 _ K _ 1 Z:%:+1(y1 () 1)
les deux estimateurs de la variance.
Sous 'hypothese d’homoscédasticité,
2
~2 99 2
o] ~ —
1 Nl_K_1XN1—K—17
82 ~ J(% %
2 N_NQ_K_l N—-—N;—K-—1
Si bien que
ot
= ~FN K 1IN-N,—K-1
g3

On rejettera ’hypotheése nulle d’homoscédasticité (sous hypothése mainte-
nue de normalité) au seuil « si :

o

=~ >INk 1N-Ny-k-1(1l — )

03
ol Fn, —k—1,N—N,—k—1(1—a) est le quantile 1 —« de laloi de Fisher & Ny — K —1
et N — Ny — K — 1 degrés de liberté

7.1.2 Test de Breusch-Pagan

On considere une hypothese alternative a I’hypothese d’homoscédasticité de
la forme :
H,:0? =02+ 2

oltod €Ret g € RM sont deux parametres et oll z; est maintenant un vecteur
quelconque de M variables explicatives formées a partir de x; (par exemple, les
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variables de x; et leurs produits croisés). Attention, on ne garde dans z; que des
variables, pas de terme constant. L’hypothese nulle d’homoscédaticité s’écrit :

Hol’}/():o.

Le test de Breusch-Pagan se fait de la fagon suivante :
1. Estimer le modele linéaire par MCO et calculer le carré des résidus : u? ;

2. Régresser par MCO 42 sur les variables z; avec une constante. Soit R? le
coeflicient de détermination de cette régression ;

3. Sous I’hypothese nulle, N R? L x3;. On rejette Hy au seuil a si NR? >
X3 (M)
7 .
Remargue. Le test se fait & partir des résidus estimés (47 /52). Montrer que tout

se passe comme si on travaillait avec u?/0f nécessite des hypotheses supplé-
mentaires.
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8 Autocorrelation des résidus

Dans les modeles en série temporelles et en données de panel, ’hypothese
de non-autocorrélation des perturbations est assez forte et fréquemment non-
vérifiée.

On considere les modeles sur série temporelle :

gy =axib+uy, t=1,...,T

On va voir a ce sujet :

— les principales formes d’autocorrélation ;

— les tests permettant de détecter I’autocorrelation ;

— les méthodes d’estimation adaptées en présence d’autocorrélation.

8.1 Les diverses formes d’autocorrélation des perturba-
tions

8.1.1 Perturbations suivant un processus autorégressif d’ordre 1 (AR1)

Selon cette hypothese (AR1), les perturbations du modéle sont engendrées
par le processus :

Up = pU—1 + &, =1,..T

avec :

— E(g]|X) =0,V (e|X) =02 cov (er,e¢|X) =0, Vt#t :les hypo-
theses d’homoscédasticité et d’indépendance sont transférées auz innova-
tions du processus : &

~ ol <1

8.1.2 Stationnarité au premier et au second ordre d’un processus
AR1

u = pug—1teg=plpu—2te—1)ter = +pe—1+ 02(P Ut—3 +E4_2)
ertpe—1+-+p e+ plug

Le processus u; est dit stationnaire au premier ordre et au second ordre si

et seulement si :
Vu|X)=V(w_1]|X)=-=V(ul|X) =02, Vt.

Le processus AR(1) wu; est stationnaire si E (ug|X) = 0 et V(ug|X) =
02/ (1=p?) et cov(es,up) = 0. Ces conditions sont satisfaites si le processus
engendrant u; débute en —oo.

Compte tenu de l'expression : u; = 4 + - - - + p*~ley + ptug.

Ona:E(w|X)=FE(|X)+ - +p E(e1|X)+p'E(u|X)=0

De méme, compte tenu de l'indépendance des chocs e, entre eux et leur
indépendance avec ug
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V(g |X) = V(e |X)+ 02V (e 1| X))+ +p? DV (1| X) + p2V (ug | X)
= (1P p2D) 4 02,
1 _p2t o2 o2
2 2t 2 __ 2t 2t 2
Us 17p2 +p Uuo_liepg_p 175p2 +p ng

SioZ =02/(1—p*) ona

V(e |X) =02/ (1~ p?)

Si le processus remonte en —oo on a :

o0
u; = lim E PEr_s
s=0

On a donc
o0 2
o
V (ug | X —hmg p*o? = =
( t| ) ~ (1 _ p2)

Réciproquement si le processus est stationnaire on a :

V(u | X)) =V(pus_1 + et |X) = p*V (w1 | X) + V(ey)

V@ |X) = pV(ui|X)+0?

03 (1 — p2) = 0?
8.1.3 Covariance entre deux perturbations d’un processus AR(1)

2
€

L—p

ag

Cov(ug,us—s | X ) = p° 5

En effet, on a :

U =pus—1+ e =plpu—o +er—1] e = p° w5+ p*t Et—(s—1) t ... T €t
Par conséquent
cov(up,u—s|1X) = E((p°u—s + P e o e¢) w—s | X))
p°E (uffs |X) +p°'E (et—st1ti—s | X )+ .. + E(gpup—s | X)

Comme FE (5,5_(3_1-), Ut |X) =0, Vi # 0 on a bien I'expression cherchée.
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8.1.4 Matrice de variances-covariances des perturbations

1 p p? pT=1
02 p 1 p T—2
V{UIX)= 1_—;2 : :
pT72 1 p
pT=t T2 . p 1

Expression simple :

— traduisant une idée simple : un choc exogéne a un moment donné, a un
effet persistant mais décroissant exponentiellement avec le temps.

— permettant la mise en oeuvre facile de méthodes d’estimation plus efficaces
que les MCO (telles les MCQG).

8.1.5 Perturbations suivant un processus AR(p)

u¢ suit un processus autorégressif d’ordre p noté AR(p) si

Up = P1Ut—1 + paut—2 + -+ + PplUr—p + €
soit
A (L) Ut = E¢
avec A(Z)=1—p1Z —paZ% — - —ppZP, E(e1|X) =0,V (e,|X) =02 et
cov(eg,ep | X) =0, Vit £t
On montre que pour que le processus AR (p) soit stationnaire

Vg = 02, cov (ug, us—s) = 04
il faut que les racines du polynome ® (Z) soient de module supérieur & 1.
Exemple (Cas d’un processus AR(2)). Les contraintes sur p; et pz sont :
pL+p2<l, pa—pr<let|p] <1

Les variances et covariances des perturbations ug sont alors :

1—
Vu = 0—2 = P2 =V, Vit
t “T (14p2) (- pz —p? ] o
Ccov (ut,ut_l) = 1p1pz p \Ifl

cov (Ug, Up—2) = = Vs = pa¥y + p1 ¥y
cov (ug,up—s) = Vs = p1Ws 1+ p2V, o, 5> 2
Exemple

Uy = —O.5ut,1 + O.3ut,2 + e

Soit : (1 +0.5L — 0.3L%)u; = e;
On détermine les racines du polynome 1+ 0.5z — 0.322
Le discriminant vaut

A =(0.5)2 —4(—0.3) = 0.25 + 1.2 = 1.45 = (1.204)* > 0

et les racines sont donc

—0.5—1.204 —0.5+1.204
——— =284 et zp=———=-1.17

2(—0.3) T (- 0.3)

Le processus est donc stationnaire puisque les racines sont supérieures a 1
en valeur absolue.

zZ1 =
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8.1.6 Perturbations suivant un processus de moyenne mobile d’ordre
q MA(q)

La perturbation u; suit un processsus de moyenne d’ordre g noté M A(q) si :

U =€+ 01641 +bOagp_o+ -+ Qqe’:‘t_q

avec Be; =0, Ve = 02 et cov (e,6¢) =0 VE#LY
La encore les hypotheses iid sont transposées au processus e;.
Le modele se réécrit donc :

ur = B (L) ey

avec B(Z)=1+0Z +0:2% +--- + 0,24
Application : Les valeurs anticipées de variables interviennent souvent dans
les modeles économétriques. Elles sont toujours non-observables et il faut donc

les modéliser. On retiend souvent un schéma adaptatif. L’anticipation z} de la
variable x; est modélisée suivant un processus adaptatif

i —wiy = 0w —ap ), 07 <1

xy = (1—=0")az_;+0%x_

Les anticipations sont révisées d’une période a ’autre en fonction de ’erreur
d’anticipation commise a la période précédente.
Le processus s’écrit encore

1—(1-0")Llx; =0"x1 =6"Lz,
et on peut le résoudre comme

* Q*L * = *\S 18

= 29* (1 _9*)8 Tt—s—1
s=0

Les anticipations x} apparaissent ainsi comme une somme pondérée infinie
(avec des poids décroissants exponentiellement) des valeurs passées de 4.
Si le modele que 'on souhaite estimer s’écrit :

Yt = axy + et
en le prémultipliant par [1 — (1 — 6*) L] ,on obtient :
1 (=) Dy =all = (-6 Lai +[1 - (1 6) L]
Le modele se réécrit donc

y = (1—=0")yi1+ab z_1+[er — (1 —6%)erq]
= Oy +ad've 1 +w
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avec 0 =1—0* a = ab* et uy = &4 — Os4_1.
La perturbation u; suit donc un processus M A (1) et on a dans ce cas par-
ticulier :
Vug =V (e¢ — Og4_1) = 02(1 + 6?)
cov(ug, up_1) = —fo?
cov (ug, up—s) =0, Vs>1
soit la matrice de variance covariance :

[14+6%> -6 0o .- 0
-0  1+60% -0
Vu=oZl o g . .0
: . . —0
L 0 0 —60 1+62

8.1.7 Perturbation suivant un processus ARMA (p,q)

La perturbation u; suit un processus ARMA (p,q) si 'on peut écrire :

A(L)Ut = B(L)€t
avec

A(L)y=1—p1L—paL? —---—p,LP
B(L)y=1+6; L+0y L?>+---+0,L4

et
E(e) =0, V(es) =02,Cov(er,ep) =0 YVt #Ht
Exemple (processus ARMA (1,1)).
U = pup—1 + €4 + 041

Par conséquent

o =Vu,=p°E (ui_,) + E (7)) + 0°E (7_,) + 20pF (us—15¢—1)
Comme E (ue,) = E (¢7) = 02, on a 02 = p*02 + 02 + 6262 + 20po?, d'on

w =

— 52 (14074200 _ 2
Vut—og (sz) = 0 Wy, Vt.

De méme
cov(ug,up—1) = pE(uj_y) +0E (up—184-1)
14+6p)(0+
= 03+90§:0§—( 1@;2 P) = o%un

etVs>1
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cov(ug, ut—s) = peov(us—1,us—s) = pcov(us, Up—(s—1)) = p57103w1

soit
r 2 T—2 E
Wo w1 pwy pTwy - P w1
w1 wo w1 pw1
2 pwi wy 2wy
Vu=o;
2
P w1 pw1 w1 pw1
. w1 Wo w1
T—2 2
L P wy - pTWI pWL Wy Wo i

8.1.8 Détection de 1’autocorrélation : le test de Durbin et Watson
(1950, 1951)

Considérons le modéle AR(1) : us = p us—1 + €+

Pour ce modele, tester I’absence d’autocorrélation revient a tester : Hy : p =
0 contre Hy : p#0

Le test le plus fréquemment utilisé est celui de Durbin-Watson, reposant sur
la statistique :

T ~  ~ 12
G o=p (U — U1
- T ~
Dt Uf
Cette statistique est liée asymptotiquement au parametre p par la relation
suivante :

En effet :

1 T =2 1T ~ o~ 1 T ~2
T Zt:Q up — 27 thg UUg—1 + Zt:2 Ui_1
1 T =2
T D1 Uy

—1-2p+1=2(1-p)

lim d = pli
p ¢ =pam

puisque

1 o 1 & 1 o
plimTZﬂ?:plimTZﬁil:plim?Zﬂf
t=2 t=2 t=1
et que

phm % Z ’L/I\,tat_l o Cov (’U,t7 utfl)
plim £ Zthl u? V()

=p

Par conséquent :
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— si p est nul (absence d’autocorrélation), d est proche de 2,

— si p est proche de 1 (forte autocorrélation positive), d est proche de 0

— si p est proche de -1 (forte autocorrélation négative), d est proche de 4

La loi de probabilité de la statistique d est difficile & é tablir car elle dépend
des résidus estimés et donc des valeurs prises par les variables explicatives du
modele.

Sous Uhypothese Hy :p = 0, il existe deux statistiques, d. et d,,, qui encadrent
toujours d :

dz<gl\<du,

et dont la loi ne dépend que de T et K.

Test de Hy : p=0 contre Hy : p >0 Si d est proche de 2 on accepte ’hypo-
these. Si d est en revanche trop faible on rejette 'hypothese. Si on connaissait la
loi dg de d, on pourrait déterminer le fractile d* («) de cette loi permettant de
conclure au rejet ou a 'acceptation de I’hypothése Hy de non-autocorrélation

pour un test au seuil a.
P(dy <d* (o) =«

Ne connaissant pas la loi asymptotique de d on détermine les fractiles corres-
pondants dj () de d; et df (a) de d,,

P(d <dj(a)) = «
P(d,<d,(a)) = «
Comme
d; < dp < dy
On a

di (@) < d* () < dj (@)

— Si d est inférieure a d; («), alors d < d* (@) : on refuse H

— Si d est supérieure o d* (o), alors d > d* () : on accepte Hy

- Sidy < d < dr, on se trouve dans la zone dite inconclusive : le test ne
permet pas de conclure au rejet ou a l'acceptation de Hy.

La pratique courante consiste a inclure la zone inconclusive dans la zone
de rejet de 'hypotheése Hy pour se garantir contre le risque d’accepter a tort
I’absence d’autocorrélations. L’amplitude de la zone inconclusive, d}, — dj, est
d’autant plus importante que le nombre T d’observations est faible et que le
nombre de variables explicatives est important.

Test de Hp : p = 0 contre H; : p < 0 On utilise la statistque 4 — d. Sous
Hy d =2 sous Hy p < 0, alors plich:Q (1 —p) > 2 donc plim (4 — c?) <2 O0On

rejettera I’hypotheses pour des valeurs faibles de 4 — d par rapport a 2. On a :

4—dy <4—-d" <4-dj
Par conségent : R
—si4d—d>4—dj,alors4—d>4—d": on accepte Hy.
- sid—d<4—dy, alors4—d<4—d*: on refuse Hy.
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— enfin, si4—d} <4 — d<4-— d; : on est dans la zone inconclusive.
On inclut comme précédemment la zone inconclusive dans la zone de rejet de
Hy.
Remarque. 1. Les lois (tabulées) de dy et d, ont été établies par Durbin et
Watson pour un modele avec constante et perturbations AR(1);

2. Bien qu’il soit spécifiquement destiné a tester ’absence d’autocorrélation
contre ’hypothese alternative d’une autocorrélation associée a un proces-
sus AR(1), le test de D.W. se révele capable de détecter d’autres formes
d’autocorrélations ;

Ezemple. MA(1) ou AR(2). Dans les autres situations, il est préférable de
recouvrir a d’autres tests.

8.2 Estimateurs des MCO, des MCG et des MCQG dans
un modele dont les perturbations sont autocorrélées

On consideére le cas d’'un modele

Ye = Ty b+ uy

avec
EU|X)=0

V(U|X) =% de dimension T x T
1x'X L Qxx, X'X et Qx inversibles
FX'SX 5 Qxex

Alors l'estimateur des mco

bineo = (X'X) ' XY
vérifie %
E bmeo \X) = b : I'estimateur est sans biais
1% (Emco |X) = (X'X) ' X'EX (X' X))
cho £y convergence
VT (Enw — b) LN (O, Q}IXQXEXQ;X) : normalité asymptotique

8.2.1 Estimation de la matrice de variance

Si la matrice 3 dépend d’un nombre fini de parametres : ¥ = X (), cas par
exemple du modele AR (1), du modele M A (1), ou du modele ARMA (1,1), et
si on dispose d’un estimateur 0 convergent de 6, on peut estimer de maniére
convergente la matrice de variance asymptotique Q;(IX Qxsx Q;(lx par

A

o _ (X’X>_1 X'z () X <X’X)_1

“ T T T

Un tel estimateur 6 peut étre obtenu en général a partir de U'estimateur des
mco.
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Exemple. Dans le cas du modele AR (1) on a
Ut = PUt—1 + €

La variance des résidus s’écrit

o1 p pT—2  pT=1 ]
) P P72
_ 297 UE
Vu=o; 71—,02
P;fz T—2 P
L P p L

On peut construire le résidu estimé
at =Yt — xt/b\mco

et on estime p par application des mco sur le modele
Uy = pliy—1 + &

soit

T A~ A~
b= Yo Ugly—1
= 3T -2
Yo Uiy

L’estimateur des MCG  Sous les hypotheses
E{U|X)=0,V (U|X)=2% de dimension T x T inversible, X’ X inversible
Le meilleur estimateur linéaire sans biais de b est :
bneg = (X' S X)L X' 27 Y
Sa variance est donnée par :
V bpeg = (X' 71 X) 71
Il peut étre obtenu comme estimateur des mco dans le modele :

»2y w2 xpe w2y

ol X128/ =yt
Dans le cas particulier ou les perturbations suivent un processus AR(1), une
telle transformation peut étre donnée par :

[ v/1—p%2 0 0]
—p 1
271/2: 0 —p
.10
L 0 0 —p 1]




8.2 Estimateurs des MCO, des MCG et des MCQG dans un modeéle dont les perturbations sont autocorrélées67

L’estimateur des MCG peut alors étre calculé comme estimateur des mco
appliqu é au modele :

y1y/1— p? r14/1 = p? uy /1 — p?

Y2—p %N T2 — pT1 U2 — p Ul
. = ) b+ .
Yyr —pyYr-1 I — P Ir-—1 Ur — pur-1
Remarque. 1. Sile modele initial comporte une variable constante, le modele

transformé n’en comporte plus.

2. Pour calculer cet estimateur MCG, il faut connaitre p

L’estimateur des MICQG Sous les hypotheses
EUIX)=0
V(U|X) =3%(0) de dimension T x T, 6 de dimension finie
1X'X £ Qxx, X'X et Qx inversibles
%X’Z_lX il Qxx-1x inversible
9% 0on dispose d’un estimateur convergent de 6
L’estimateur des MCQG

D = (X’E @) B X> T xs (%) Ty
vérifie

P
bmcqg — b : convergence
VT (gmcqg - b) ey (0, Vas(meqg)) : normalité asymptotique

Vas (meqg) = Q;E_l + = plim TV (meg) équivalence entre meqg et mcg

~

N =1
Vas (meqg) = <%X'Z (9) X> L Vas (meqg) estimation de la matrice

de variance
Cas des perturbations AR (1) : L’estimateur de Prais-Watson (1954).
C’est un estimateur en plusieurs étapes :
— estimation par MCO du modele y; = b +ug, t =1,...,T
— calcul des résidus estimés : Uy = ¥ — Tibmeo
— estimation de p par application des mco au modele :

Uy = pat,1 +e, t=2,...,T
soit
ﬁ _ 2?:2 atﬂt—l
T
— calcul des données transformées :
gl = 1 _ﬁ2 Y1 et gt =Yt _ﬁyt—la t= 27"'7T

T1=+1—p2ziet Ty =a; — pxy_q1, t=2,...,T
— estimation des MCO du modeéle transformé sans constante :

Go = b+, t=1,..,T
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L’estimateur b ainsi obtenu est convergent et asymptotiquement aussi efficace
que lestimateur des MCG.
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9 Introduction aux variables instrumentales
On a considéré jusqu’a présent le cas de modele s’é crivant
yi = bo +aiby + -+ b +

avec I'hypothese
E (a:;uz> =0ou E (u;]z;) =0

Cette hypothese peut aussi constituer une définition du parametre b. Dans ce
cas le coefficient b s’interprete comme le vecteur des coefficients de la regression
linéaire de y; sur le vecteur de variables x;. Une telle définition présente un
intérét dans une approche descriptive des données.

Neanmoins on est fréquemment amener & estimer des modeles structurels
dans lesquels les parametres ont un sens économique. Le plus simple d’entre eux
est certainement la fonction de production

Y = a+ ak; + Bl +uy

le parametre o mesure 'incidence d’une augmentation de 1 du stock de capital
sur la production. Ce parametre n’a aucune raison de coincider avec celui de la
regression linéaire. On est ainsi fréquemment amener a considerer des modeles
structurels pour lesquels on a une équation linéaire entre une variable d’intérét
et des variables explicatives mais pour laquelle on n’a pas nécessairement la
relation F (u; |x;) = 0.

On donne trois exemples type dans lesquels on a ce type d’endogeneité des
regresseurs

9.0.2 Erreur de mesure sur les variables

On considere la situation dans laquelle on a un modele structurel
yi = ;b +u;

La variable x est supposé pour simplifier de dimension 1 et centrée comme
la variable y; et on fait I'hypothe se E (u; |zf) =0
On suppose en outre que la variable 2} est mesurée avec erreur :

*
T, =x; +e;
avec F (e; |z}) = 0 et u; et e; non corrélées.
Dans ces conditions le modele dont on dispose est
Yi = b+ u; — be;

On est dans une situation dans laquelle le résidu de ’équation v; = u; — be; est
corrélé avec la variable explicative

E (viz;) = E((u; —be;) (] +ep))
E (uiz}) + E (uie;) — bE (ea}) — bE (2)
= —bo?#£0
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On voit alors trés facilement qu’a la limite le parmetre de la regression linéaire
ne coincide pas avec celui du modele : 'estimateur des mco n’est pas convergent.

meO

E (a:/-v:) 2

P (A o

b+ ——~,L=b(1—- 5+
* E(xru) ( JngU?U*)

9.0.3 Omission de régresseur, hétérogénéité inobservée

On considére le modele
Yi = $1b + z;c+ u;

Il y a donc un facteur z; dont on sait qu’il explique la variable y;. On considere
la situation dans laquelle cette variable n’est pas observée.

L’omission de cette variable conduit a une estimation non convergente du
modele par les mco dés lors que cette variable est corrélée avec les régresseurs.
On a en effet

o~ ’ -1 ’ ’ -1 ’
bneo 2 b+ E (xla:l) E (aji (zic+ ul)) = b+ FE (96le> E (xz,%) c
= b+ )\Zi/zic

Avec E (m;uz> =0et A, /y, le coefficient de la regression linéaire de z; sur
;.

On peut considérer par exemple le cas d’une fonction de production agri-
cole : y; est le rendement de la terre, x; la quantité d’engrais, b le rendement
des épendages et z; la qualité de la terre. L’omission de cette variable biaise
I'estimation du parametre technologique b si les décisions d’épendage d’engrais
dépendent de la qualité de la terre.

Un autre exemple est donné par les équation dites de Mincer reliant le salaire
a ’éducation

Wi = oo + QS + U

Le parametre a; mesure 'effet d’'une année d’étude supplémentaire sur le
niveau de salaire. Dans I’ensemble des causes inobservées affectant le salaire se
trouve entre autres le niveau d’aptitude de I'individu. Mais le choix d’un niveau

d’étude s; est une décision rationnelle de la part de I’agent, fonction de 'aptitude
de l'individu.

9.0.4 La simultanéité

La simultanéité est la situation dans laquelle certains des régresseurs et la
variable & expliquer sont déterminés simultanément. Un exemple typique est
celui d’un équilibre offre-demande. Une équation de demande va ainsi s’écrire

y; = —a'p; + xib? + ud

La variable de prix p; ne peut pas étre considérée comme exogene. En effet,
il y a aussi une équation d’offre

yi = a’p; + x5b° + uf
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On peut résoudre ce systeme pour exprimer

1 dyd S8 d E

un choc de demande uf est transmis dans les prix : E (uf.lpi) #0

9.0.5 La méthode des variables instrumentales

Modeéle a variables endogenes : Le modele
yi = zb+u

est dit a variables endogenes si on n’a pas la propriété
E (x;ul) =0

Les variables z¥ pour lesquelles E (ulariC ) = (0 sont dites endogenes, les autres
sont dites exogenes
Dans ce modele
— L’estimateur des mco n’est pas convergent ;
— L’identification du modele nécessite des hypotheses supplémentaires ;
— La méthodes des variables instrumentales est un moyen privilégié pour
formuler et exploiter de telles hypotheses.

L’estimateur des mco n’est pas convergent I’estimateur des MCO de b
est donné par :

R N -1 N N -1 N
. (z) zx;yi:<zx;xi) S b+
=1 =1 =1 i=1

N
= b+ (Z:d:m) Zm;uz — b+ E(:c;ggi)_l E(xgui).
i=1

i=1
comme E (xu;) # 0 on a E (z}2;) " E (z}u;) # 0 et donc

P hmgmco #+b

9.1 Instruments
On considére & nouveau le modele d’offre et de demande
yi = —a'pi+aib’ +uf
yi = a’p;+xib®+uf

On note z; = (z%,2%), certains élé ments peuvent étre commun aux deux en-
79" bl

sembles et n’interviennent dans ce cas qu’une fois dans z;. On fait les hypotheéses
E (zluf) =0,F (@uf) =0 (5)

c.a.d les variables observables qui déplacent 'offre et la demande sont exogenes
pour u¢ et us.
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On peut résoudre comme précédemment en p; mais aussi en y; :
1

dpd SpS d s
pi = ———— (b — 270 + uf — u;
K3 as+ad( [3 [3 (3 z)
Qg did (0% Qg d Qq
yi = ————x;b" + z7b® + i i
as + aq as + Qaq Qs+ ag Qs+ Qq

Compte tenu des relations (5), on peut exprimer les coefficients des régres-
sions linéaires de y; et p; sur xz; a partir des parametres structurels.

La modélisation conduit a des restrictions sur les parametres des régres-
sions linéaires qui sont suceptibles de permettre l’identification des parameétres
structurels du modele.

Plus précisément :

— Si il existe une variable exogéne intervenant spécifiquement dans I’équation
d’offre, I'équation de demande est identifiée. Si z7; est une telle variable,
le coefficient de cette variable dans la regression linéaire de p; sur x$ et z¢
est — asiad 7, et le coefficient de cette variable dans la regression linéaire
de y; sur x¢ et z¢ est o
permet 'identification de ayq

— De méme, si il existe une variable exogeéne intervenant spécifiquement dans
I’équation de demande, ’équation d’offre est identifiée.

Si on ne s’intéresse qu’a une des deux équations, p.e. I’équation de de-

mande, les hypotheses identificatrices peuvent étre assouplies. Il suffit qu’il
existe au moins une variable zf, entrant dans I’équation d’offre qui vérifie

bj. La comparaison de ces deux coefficients

!/ . . ]
E ([mf 3] uf) = 0. Dans ce cas les coeflicients v, de la regressions linéaires
d

de y; sur 7; = [2¢ 5] sont

= B () B () =) B st )
1

/ -1 ’ / - /
= —a'B(7E) E(¥p)+E (7)) B (Tal)v
= *O‘d’Yer( ba 0 )/

Dés lors que le coefficient de la variable z7, dans la regression de la variable
de prix sur z;, élément de +,, est non nul, on voit que le modele est identifié.

Cet exemple illustre bien, la démarche des variables instrumentales. Celle-ci
correspond a la mobilisation de variables exterieures au modele et qui possedent
la particularité de n’étre pas corrélées avec le résidu de 1’équation.

Dire qu’'une variable est une variable instrumentale revient a postuler une
relation d’exclusion : il existe une variable affectant la variable a expliquer et
la variable explicative endogene et dont tout l'effet sur la variable a expliquer

transite par son effet sur la variable explicative endogene.

Une variable instrumentale ne tombe pas du ciel. Dans ’exemple on justifie le
choix de la variable comme étant une variable appartenant a un modele plus gé-
néral, le systeme offre-demande, conduisant & ’équation structurelle de demande
et a une équation réduite expliquant la formation de la variable endogene.

On considere le modele structurel

yi = x1;b1 + 2200 + u;

les variables xo;, (dim = Ky + 1) contiennent la constante et sont exogenes,
mais on ne fait pas 'hypothese d’exogénéité de la variable z1; (dim = K1 = K — K>).
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On fait I’hypothese qu’il existe un ensemble de variables dites instrumentales
de dimension H + 1, non parfaitement corrélées (rangFE (z;zz) = H + 1), car
vérifiant :

E (z;ul) =0. (6)

Le vecteur xo; fait trivialement parti de I’ensemble des variables instrumentales
L’hypothese (6) est parfois écrite sous la forme suivante :

9.1.1 Identification

La condition (6) peut étre réécrite comme suit :

E (z;(yl - xib)) =0

Soit encore :
E (z;yz) =F (z;xz> b (7)

Cette condition définit un systeme de H + 1 équations a K + 1 inconnues b.
Le modele est identifié si le systéme (7) admet pour unique solution le pa-
rametre structurel b
On distingue trois situations
— Si H < K, le modele est sous identifié, puisqu’il y a moins d’équations que
de variables. Il n’y a pas suffisamment de variables instrumentales.
- Si H = K et limrangFE (z;xz) = K + 1 le modele est juste identifié.

- Si H > K, limrangFE (z;xl) = K +1 le modele est dit sur-identifié. Dans

ce cas il y a plus de variables instrumentales qu’il n’est nécessaire.

9.2 Moindres carrés indirects
’ , —1 ,
Si H = K et si Ez;z; est inversible, alors b = E (z,az,) E (z,yz) On
obtient un estimateur de b appelé Estimateur des Moindres Carrés Indirects en
remplagant les espérances par leurs contreparties empiriques :

R LN -1 LN
bei = (N ; sz1> N ; 2;Yi
= (Z’X)"'7y

ol Z est la matrice dont la i-ieme ligne est z;, X la matrice dont la i-ieme ligne
est z; et Y le vecteur dont la 7 -ieme composante est y;.

Si H > K, on se ramene au cas précédent en sélectionnant K + 1 combi-
naisons linéaires des instruments : Az;, ou A est une matrice K +1 x H + 1,
de rang K + 1. L’hypothese que I’ensemble des H + 1 variables dans z; est un
ensemble de variables instrumentales conduit & la propriété que pour A tel que

AFE (z;x,) est inversible,

b= (AE (zx)) T Ap (zy) .
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On en déduit une classe d’estimateur :

~

y —1 —
bei(4) = (Azle) Azy;
= (AZ'X)7tAZ'Y.

9.2.1 Propriété asymptotiques des estimateurs des MCI

Dans le modele
Yi = b+ uy

a K + 1 variables explicatives.
Sous les hypotheses

Hypotheése (H1). E (zju;) =0 avec z; de dim 1 x H +1

Hypothése (H;). Les observations (z;, 2;,y;) sont iid

Hypothése (H3). E(u?|z;) = o?

Hypotheése (H,). Les moments de (z;, 2;, y;) existent jusqu’a un ordre suffisant
Hypothese (Hs). E (z;xl) et % sont de rang K + 1

Théoréme 9.1. Sous ces hypotheses, il existe au moins une matrice A de di-
~ -1
mension K + 1 x H + 1 pour laquelle Uestimateur by,.;(A) = (Az;xl> Az;yi

existe, et pour toute matrice A telle que l'estimateur des MCI existe, on a :
— bmei(A) est convergent : plim by, (A) = b

bmei(A) est asymptotiquement normal :

VN (Emci(A) - b) L N(0,3(A)),

avec

Y(A) =o? {AE (z;xz)} o AE (2z;) A [E (x;,%) A’] -

~ T S |
- %(A) = 52 [Az;xl} Azl A [m;ziA/} 00 6% = U (A)?, est un estima-

teur convergent de X(A)
Démonstration.

— FEuxistence d’au moins un estimateur des MCI : Il suffit de prendre A =
/ 4 ’ / 7 / ! / . . .
FE (zlxz) on a alors F/ (zlxl> 2,y = I (zla:l) FE (zlﬂcz) qui est inversible

puisque rangF (z;a:,> = K 4+ 1 Comme le déterminant est une fonction

continue det Az;xi — det AA’ # 0 et donc la matrice Az;xi est inversible
pour N assez grand.
— Conwvergence :

~ — -1 - N
bmei(A) = (Az;xi) Azy; = b+ bmei(A) = b+ (Az;xl) Aziu;.
La convergence découle simplement de la loi des grands nombres :

7 7
zuy,; — F (zzuz) =0.
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— Normalité asymptotique
n -1
VN (bmci(A) — b) = (Az;xl) AV Nzu;

Comme V (z;uz) = BE(zzu?) = E {z;zlE(uf |zi)| = 02E (22 ), la nor-

malité asymptotique découle directement du théoréeme cental-limite :
VNzu; ©UN(0,02E %))

-1
ot (Az;xi) A (AE (2lz)) " A
— FEstimation de la matrice de variance-covariance asymptotique

. (. . P
Comme pour 'estimateur des mco, on vérifie facilement que u(A); =

(ui + x; (b—/b\(A))>2 — o2 puisque b—b(4) — 0

9.2.2 Estimation robuste de la matrice de variance

Comme pour l'estimateur des mco, il existe une version de la matrice de
variance-covariance 3(A) pour le cas de résidus hétéroscédastiques, i.e. lorsque
E(u?|z;) dépend de z;. On peut donc supprimer I’hypotheése Hs. Les conclusions
sont simplement modifiées en :

— bmei(A) est asymptotiquement normal :

VN (Emci(A) - b) L N(0, Shet (A)),

avec

Yhet(A) = [AE (z;xl)} ' AFE (ufzgzl) A {E (x;zg) A’} o

- Shal4) = [AZ]x] " AT (A A [%A/r

9.2.3 Estimateur a variables instrumentales optimal ou estimateur
des doubles moindres carrés

Théoréme 9.2. Il existe une matrice A* optimale au sens ou pour toute suite
de matrice Ay — A*, la variance asymptotique de by,c;(An) est de variance mi-
nimale dans la classe des estimateurs bye;(A). Cette matrice a pour expression :

* / 1,1
A*=F (:rzzz) E (z;2;)
La matrice de variance correspondante a pour expression

-1

N(A*) = o2 {E (1’;2’1) E(zlz) 'E (z;xlﬂ
qui s’obtient directement en remplacant A par E (x;zl) E (zgzi)fl
Y(A) = o? {AE (z;:m)} B AE (2z;) A [E (z;zz) A'} B

et en opérant des simplifications.
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Demonstration de ’optimalité.
Pour montrer que X(A4) > X(A*) au sens des matrices, i.e.

VAN (B(A) = S(A*) A =0

On peut clairement laisser tomber le facteur 2. La matrice de variance %(A*)
s’écrit : .

B(A¥) = [E (:z:;z,> E(zz) 'E (z;xzﬂ = (o)t
avec C = FE (zgzi)fl/Q E (z;xl) de dim H +1 x K + 1.La matrice £(A) s’écrit :

3(A) = [AE (z;x,” ' AE (2}z;) A {E (:17;27) A’] T BB’

/

avec B = [AE (z

K2

-1
o:l)] AE (zgzi)l/Q de dim K + 1 x H + 1.0n a la relation

BC = [AE (z;xzﬂ B AE (zgzi)l/Q E (zz{z,-)_l/2 E (z;a:,)
= [AE (z;xz)] o AFE (z;xl) =TIxg41

On a donc

1

S(A) — £(A*) = BB — (C'C) ' = BB' - BC (C'C)” ' C'B’

puisque BC' = I. On a donc :
$(A) - $(A*) = B [1 —c(cre)? 0’} B

Comme I — C (C'C)™" €’ est une matrice semi definie positive, $(A4) — $(A*)
est aussi une matrice semi définie positive. m

9.2.4 Expression de ’estimateur optimal
La matrice A* = F (x;zl) E (2" est inconnue. Pour mettre 1’ estimateur

: - 1
en oeuvre, on la remplace par un estimateur convergent Ay = z,2z; 2.z

_ ! / ’ ’ / !
bmei(An) = (mlzl 2z zlxz) Tz 2z 2y

—1
- (X’Z(Z’Z)_lZ’X) X'Z(Z2'2) 2'Y

Cet estimateur a les mémes propriétés asymptotiques que 'estimateur gﬂzci(A*)
puisque Ay — A*.

On peut réécrire I'estimateur en faisant intervenir la matrice de projection
orthogonale sur Z, P, = Z (2'2)"" 2

bynes (A*) = (X' Pz X) ' X'PyY = (PzX) PzX) " (PzX)Y

Il correspond a 'estimateur des mco de la variable endogene Y sur la projec-
tion X = Pz X des variables explicatives sur ’ensemble des instruments. C’est
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pourquoi on appelle cet estimateur estimateur des doubles moindres carrés et
on le note ba ..

Il résulte d’une premiere régression par les mco des variables explicatives
X sur 'ensemble des instruments, permettant de déterminer les prédictions

X=P;X=2 ((Z’Z)_1 Z’X) des X par les instruments puis d’une seconde

régression par les mco de la variable & expliquer sur les prédictions X.
La matrice de variance asymptotique de by, est

o~ / _ ’ -1
Y(bome) = 02 [E (xlzl) E (2}%) 'E (zlxl)]
et la matrice de variance de ’estimateur dans un échantillon de taille N est
~ -~ ’ _ / -1
V (bame) = (bame) /N = o2 [E (:vz) E(Zz)'E (zx)] /N

On peut lestimer par

o~ o~

-1 1
V (bame) = 62 (X’Z (z'z)~ Z’X) = 3X(X'PyX)" = 52 (X’X)
L’écart-type des résidus a retenir est celui du modele

Yi = xib+u;
- 2
il peut étre estimé par (yl — Zibgmc) .

9.2.5 Cas des résidus hétéroscédastiques

Dans ce cas 'estimateur des doubles moindres carrés n’est plus optimal, et
la formule de sa variance n’est plus correcte.
La formule exacte est donnée comme dans le cas général par

Yhet(A¥) = {A*E (z;xl)} o A*E (uzz'-zi) A* [E (x/zl) A*’} -
=[] B B ()] B (v B
E (u}zz) E (22)” ( ) [ (x Zz) (zizz')—l E (Z;xl)} _

- B (#n) () B (Fa)

.~ 1 /
ouz; =zE(zlz) E (zlau)

La matrice de variance de 'estimateur des doubles moindres carrés est
‘/het <b2’mc> = Ehet(A*)/N

Elle peut étre estimée par

~ ~ ibe A* ==\ " al ~ =
Vhet (b2mc) % = (.1311‘;) ZagszU:)

- (XX ()? lim dmg[a?])?) (X'X)Y,

qui est exactement la matrice de White.
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9.2.6 Interprétation de la condition rangF (z[x;) = K +1

La mise en oeuvre de la méthode des variables instrumentales repose sur
la condition rangF (zlz;) = K + 1. Les variables du modele sont scindées
en K; variables endogenes z1; et Ko 4+ 1 variables esxogenes. Ces variables
interviennent également dans la liste des instruments qui contient en outre
H — K5 variables extérieures z; : z; = [ Zi T ] Compte tenu de I'’hypo-

these E (z;zz) inversible, la condition rangFE (z/z;) = K + 1 est analogue &

-1
. . ’ . N

la condition rangF (zlzl> E (zjz;) = K + 1. Cette matrice correspond a la

matrice des coeflicients des régressions des variables explicatives sur les instru-

ments. Comme les variables du modele et les instrument ont les variables x5 en

commun, on a :

p(sx) e = [B(5a) Eem) 0]

IK2+1
_ Iz 0
F1£2 IK2+1

ou I'1z et I'y,, sont les coefficients de z et xo des régressions des variables

, -1
endogenes sur les instruments. La condition rangFl (zlz,) E(zz)=K+1

est donc équivalente a la condition
rangl’y; = K3

Cette condition s’interprete comme le fait que les variables instrumentales ex-
térieures expliquent sufisamment bien les variables endogenes. Il n’existe pas
de test formel de cette condition. Néanmoins il est important de regarder la
facon dont les variables instrumentales expliquent les variables endogenes. On
peut par exemple, bien que cela ne garantisse pas que la condition est satisfaite
dés qu’il y a plus d’une variable endogene, effectuer chaque régression des va-
riables endogenes sur ’ensemble des variables instrumentales et faire un test de
la nullité globale des coefficients des variables instrumentales extérieures.

Dans le cas ot la condition rangE (z}z;) = K +1 n’est pas satisfaite, on aura
néanmoins en général a distance finie rangzjz; = K + 1 et l'estimateur pourra
étre numériquement mis en oeuvre. La conséquence du fait que rangF (z/z;) <
K + 1 est que

X'Z(2'2)" Z2'X — E (2'%) E (') E (zx;)

non inversible. L’estimateur sera donc trés instable et présentera des écart-types
trés élevés sur certains coefficients, a 'instar de ce qui se produit avec les mco
dans le cas de multicolinéarité.

9.2.7 Test de suridentification

Lorsqu’il y a plus d’instruments que de variables explicatives le modele est
suridentifié. On a vu que dans le modele

yi =zb+u
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avec pour restriction identifiante
E (z;ul> =0,

on pouvait estimer le modele par les MCI de trés nombreuses facons, ’estimateur
le plus performant étant celui des doubles moindres carrés. On avait

~ -1

s (4) = (AZfw:) Azl
contrepartie empirique de la relation

b= (AE (zfz:) "' AE (y:)

Cette derniere relation doit étre vraie pour toute matrice A telle que AE (z}x;)
est inversible. Elle montre bien que le modele impose plus de structure entre les
données qu’il n’est nécessaire pour identifier le modele : Tous les parametres
bmei (A) doivent converger vers une méme valeur.

Par exemple dans le cas ou il y a une variable endogene et ot en plus des va-
riables exogenes du modele on a mobilisé i variables instrumentales extérieures
au modele, les h estimateurs que I'on peut obtenir en choisissant comme vecteur
de variables instrumentales les exogenes du modele et I'une des variables instru-
mentales extérieures doivent étre proches. En pratique, on est souvent amené
a effectuer des estimation d’une méme équation en étendant ou restreignant la
liste des variables instrumentales.

Pour rendre cette démarche plus transparente, il est utile d’avoir une procé-
dure qui permette de tester 'hypothése que pour un jeu de variables instrumen-
tales donné ’ensemble des estimateurs b,.; (A) convergent tous vers la méme
valeur.

On peut considéré le test de 'hypothese nulle

On considere le cas standard dans lequel les résidus sont homoscédastiques.

Si le résidu était connu un tel test serait trés facile a mettre en oeuvre.
Il consisterait simplement & regarder si la moyenne empirique zju; de zju; est
proche de zéro, c’est a dire si la norme de ce vecteur est proche de zéro.

On rappelle le résultat suivant

W~ N (0,V (W)= W'V (W)™ W ~ x? (rang (V (W)))

ou V (W)~ est un inverse généralisé de la matrice V (W), i.e tel que
VW) VW) VW)=V (W)

Sous I’hypothése Hy on aurait donc en appliquant le téoreme central-limite,
et compte tenu de 'hypothese d’homoscédasticité

VNzu; — N <0,02E (z;zz>)

et donc

N—/ ’ -1

/ / 2 (715
Ui E (zzzl) ziu; — x© (dim (z;))
ou encore

/

-
wi 2,z 2l — X2 (dim (z;))

!
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Le probleme vient ici du fait que I'on n’observe pas u;. On est en revanche
capable de déterminer U; = vy; — T;b2m. Le test que 'on met en oeuvre est donc
basé sur z/u;.

Détermination de la matrice de variance de 2}t;

On ne peut pas transposer directement le test, il faut calculer la matrice de
variance de z/u;

On a

~

Ui = Yi — xi/l;27nc =z;b+u; — xi/527nc =Uj — T <E2mc - b)
d’ou
2 = —ZU_ — (ZU—Z’X(BmC—b))
Z; U N 2
comme by, = ()A(’)?)_lX Y = b+ (X'X)"1X'U, avec X = Pz X, la projection
orthogonale de X sur Z, on a :
__ 1 ~ A
i =~ (Z’U - Z’X(X’X)‘lX’U)

en outre X = P, X + (I —Pz)X = X+ (I —Pz)X et donc Z'X = Z'X.
Finalement

T = (Z U-ZR(XX)XU) = % (2'U - 7' P4U)

2=

- lz0y-PyU

2l

On en déduit que

02

. 2
V() = 252 (In = Pg) 2 = 25 (In = Pg) 2) (In = Pg) 2

Détermination du rang de la matrice V (zgﬂl)

Le vecteur (IN — P)?) Z est le résidu de la projection de Z sur X. Comme

)z est la projection de X sur Z 'espace vectoriel engendré par les colonnes de
X de dimension K + 1 est inclus dans celui engendré par les colonnes de Z de
dimension H + 1. La matrice (IN — P)?) Z est donc de rang H — K. 1l en résulte
que :

rangV’ (%) =H-K

Inverse généralisé de la matrice V (z{al)
La matrice n’est pas inversible, pour mettre le test en oeuvre en déterminer
un inverse généralisé. L'un d’entre eux est

__\—- N2
1% (z’a) 'z
o2
En effet , la matrice de variance s’écrit de fagon alternative comme X,—QZZ ! (PZ — P)A() Z,
et on a
N2 —1 0’2
mzl (Pz=Pg) 25 (2'2) 15

= mZ’ (P; — Pg) Py (Pz — Pg) Z

7' (P;—Pg) Z
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le résultat découle du fait que Py Pz = Pz Py = Py et que donc

(Pz = Pg) Pz (Pz = Pg) = (Pz—Pg)(Pz—PsPx)
= (Pz-PzPg) — PyP; — PyP;Py
= (Pz—Py)

Le test et son interprétation
Finalement, sous 'hypothese Hy : E (z;m) =0, o0n a

§ = mv(m) T Loz Lo
= Zuy (zluz) z«ui—ﬁ ?( ) N

Sous I’hypothese alternative, on a

o~

U; = Yi — Tibame = Tib + U — Tibame = U — T; (b2mc - b)
d’ou

T = s — s (A _1A*'— Tw — T (A _lA*'—
Z;Ui = Z2; Uy — 2,4 Z; L4 Z;Us = 2, U — 2; T4 Z;Tj Z; Us

N % ’ ’ -1
oun A* =FE (2,2 )| E (2,2

‘u; ne converge plus vers zéro, cette quantité va converger vers

Comme z; ,

une limite non nulle en général, mais pas toujours. On peut se trouver dans la
situation dans laquelle

(2

1
z; (ul — (A*z;@) A*z;ul> =0

z, (yz —x; (A*%) B A*z;yl) =0

ce qui signifie que le résidu de la régression de y; sur x; par les doubles moindres
carré peut étre orthogonal a z;, alors qu’on n’a pas E (z/u;) = 0.

Ceci provient du fait que le test que ’on met en oeuvre n’est pas un test de
la validité des instruments dans le modele structurel

-1
! ! ’
ZU = 2T (A*z7xl) A%z u;

soit

soit encore

Yi = xib+u;
c’est a dire le test de I'hypothese
E (zz (y; — xlb)) =0
mais le test d’une hypotheése moins forte :

3 ¢ tq Ezj(y; —xic) =0
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Pour cette hypothese nulle, sous Hy la statistique converge vers la loi qu’on a
déterminé, et sous I’hypothese alternative, elle tend vers 4o0.

Résultat :

Sous 'hypothese nulle

Hy:3 ¢ tq Ez}(y; — zic) = 0, la statistique

CESNCES UG 0
Uu

Sous ’hypothese alternative S — +o0

Le test est donc un test convergent. Pour un test au niveau «, la r égion
critique est W, = [Ql,a (X2 (H - K)) ,—l—oo[, oll Qi—_q (X2 (H - K)) est le
quantile d’ordre 1 — o d’une loi du x? & H — K degrés de liberté.

Mise en oeuvre du test. Le test de suridentification est trés simple a mettre
en oeuvre. Il correspond au test de la nullité globale des coefficients de la régres-
sion de u; sur les variables instrumentales, y compris la constante. En pratique
on applique les doubles moindres carrés, on construit les résidus estimés et on
les régressent sur les variables instrumentales. La statistique de test est NR? de
cette régression.

Remarque. — On a a priori toujours intérét a avoir un ensemble d’instru-
ments le plus large possible. En effet retirer une variable instrumentale et
mettre en oeuvre l'estimateur des doubles moindres carrés correspond a
sélectionner une matrice particuliere pour I’estimateur des moindres carrés
indirects avec le jeu complet d’instruments. Comme on 1’a montré cet es-
timateur est alors nécésairement moins ou aussi bon que ’estimateur des
doubles moindres carrés avec I’ensemble d’instruments complet. Quand
on étend I’ensemble des variables instrumentales, il est important de bien
vérifier la compatibilité globale des instruments utilisés et de mettre en
oeuvre le test de suridentification.

— La matrice de variance de 'estimateur des doubles moindres carrés est
toujours plus grande que celle de I'estimateur des mco. Ceci se voit immé-
diatement en examinant ’expression des variances

1 1

V (bmeo) = 02 (X' X) ™" et V (bame) = 02 (X' PzX)~

En outre, on voit aussi en comparant les expressions des estimateurs
bneo = (X'X) " XY et bope = (X' Pz X) ' X' Py

que lorsque l'on étend la liste des variables instrumentales la dimension
de l’espace sur lequel on projette les variables du modele augmente et
qu’on en a donc une représentation de plus en plus fidele. La variance de
I’estimateur des doubles moindres carrés va s’améliorer, mais ’estimateur
des doubles moindres carrés va se rapprocher de ’estimateur des moindres
carrés ordinaires. Il y a donc un risque a étendre trop la liste des instru-
ments. A distance finie, on pourrait avoir une mise en oeuvre fallacieuse
conduisant a un estimateur proche de celui des mco. Il est utile pour se
prémunir de ce risque de regarder la régression des variables endogenes sur
les instruments et de controler la significativité globales des instruments.
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9.2.8 Test d’exogénéité des variables explicatives

Ayant estimé le modele par les double moindre carrés, c’est & dire sous
I’hypothese

Hy:3c¢/E (z; (y; — mzc)) =0

On peut vouloir tester I’hypothese que les régresseurs z; sont exogenes.
On considere donc 'hypothese

Hy:3c¢/E (z; (yi — mzc)) = OetE (:r; (yi — xzc)) = 0.

L’intérét de tester une telle hypothése est immédiat compte tenu du fait que
sous cette hypothese I'estimateur optimal sera ’estimateur des mco qui domine
n’importe quel estimateur a variables instrumentales.

Un test naturel d’exogénéité est le test d’Hausman fondé sur la comparaison
de bome — bmeo avec 0.

Le test peut étre fondé sur les coefficients des endogénes

-~ SIS -1 S -~ ’ -1 ’
En effet by, = (X X) K'Y et by = (X X) X'Y donc
P A ~ ~I ~I -1 ~7 ’ -1 ’
XX (Bame — bneo) = XX{(XX) Ry - (x'x) XY]
-~/ ~I ~ ’ -1 ’
- [XY—XX(XX) XY}

Comme X'X = X X puisque X = P, X + (I —P;) X =X + (I — P5) X

o~ ~

X'xX (bgmc — bmco) — X' MyY = ( XiMxY )

0

On en déduit que

(2. ) = (£ %) ((F9)") " (o -0.)

avec b1 le vecteurs des coefficients de x1; et sym étriquement pour b, et les
notations standards

All A12 -1 _ All A12
A21 AQ2 A21 A22

On peut donc se contenter de se fonder sur
A~ 1 ~ NS 7
b;’ﬂ)LC - bgrngo =X XlleMXy

pour effectuer le test.

Rang de la matrice de variance de bg,)w — bﬁ,{lo

L’ expressmn précédente montre que la matrice de variance de béi,)w — b%o
est 02 = X XlleMXXlX,)A(H Son rang est donc égal a celui de XlMXXl,
donc a celui de M XX 1. Supposons que 'on ait pour un vecteur A M XXl)\ =0
alors PXXl)\ Xl)\ il existe donc un vecteur p tel que X1>\ Xp. Comme X1
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appartient a I’espace engendré par Z = [2 , Xg} , nécéssairement Xy = Xouo.
Notant comme précédemment ou I'yz et I'1,, les coefficients de Zz et zo des r

égressions des variables endogenes sur les instruments. L.’é quation X 1A = Xouo,
s’écrit ZT 13\ + Xo (T'12,A — pi2) = 0. Comme Z est de rang K + 1 ceci nécessite
T'1zA = 0. Et on a vu que la condition rang (ZIX) = K + 1 était équivalente a
T'yz de rang K7 on a donc nécessairement sous cette condition A = 0 et donc la

matrice de variance de Egﬁw ~babo est inversible : le nombre de degrés de liberté

du test d’exogénéité est égal a K.

Le test de Hausman Sous I'’hypothese d’homoscédasticité, E(u?|x;, z;) = o2,

bimeco €st 'estimateur de variance minimale dans la classe des estimateur sans
biais dont fait parti I'estimateur des doubles moindres carrés. On a donc

|4 (/52mc 7gm,co) =V (E;ch) -V (gmco>
~ - o —1 N
V (bame = bmeo) = [(X %) - (x'x) } .
On en déduit que sous 'hypothése nulle d’exogénéité de z;, la statistique

5= (L -w) |(F%)" - (vx)"] -
2 (Ky)

suit une loi du x? & K, degrés de liberté
Un test au niveau « sera donc effectué en comparant la valeur de de la
statistique S au quantile d’ordre 1 — o d’une loi du x? & K, degrés de liberté.

Test d’exogénéité par le biais de la régression augmentée Le test
d’Hausman d’exogénéité peut étre mis en oeuvre tr és simplement par le biais
d’une simple régression des la variable dépendante Y sur les variables endogenes
et exogenes du modele X et Xo et sur la projection des variables endogenes sur
les variables instrumentales X7 :

Y =X +X202+)/€1’}/+W

L’estimateur MCO du coefficient de « s’obtient aisément a partir de théoreme
de Frish-Waugh : il s’agit du coefficient de la régression des mco sur le résidu
de la régression de X; sur les autres variables, c’est a dire X. On a donc

—~ ~\ 1 ~
5= (XlMXX1> X, MxY
or on a vu précédemment
/b\gr)w - 51(7}%0 = Xlill)?iMXY

On en déduit que 'on a :

ggv)m _/ggt):o =X'xu (XlMX)?1> 2
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Le test de plimggln)w — plima(qﬁo = 0 est donc équivalent au test de v = 0.

Le test peut donc étre effectué trés simplement par I'intermédiaire d’un test
de Wald ou d’un test de Fisher.

Remarquons en fin que le test peut étre mené de facon analogue sur sur les
résidus des régressions des variables explicatives endogenes sur les instruments
3 (Xl) = X1 — Xl. L’équation

Y = Xie1 4+ Xoco + Xy + W
se réécrit de fagon analogue comme

Y = X1(61 —‘y—’}/)—FXQCQ—&(Xl)’}/—‘rW
= XIEI +X202+5(X1)A’}7+W

le test de v = 0 est donc équivalent & celui de 7 = 0.
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10 La Méthode des moments généralisée

10.1 Modele structurel et contrainte identifiante : restric-
tion sur les moments

Une équation :
Yi = xib+u;

peut provenir du comportement d’optimisation d’un individu et de ce fait as-
socier au parametre b un sens économique : élasticité de substitution, élasticité
de la demande aux prix, mais telle qu’elle est écrite, elle ne constitue pas pour
autant un modele économétrique.

Il faut pour cela ajouter a cette écriture une contrainte identifiante. Si par
exemple on fait I’hypothese est 'indépendance des perturbations et des variables
explicatives, on a :

’
E (mluz) =0
C’est sous cette derniere forme que le modele peut étre considéré comme un
modele économétrique.

Cette contrainte identifiante conduit a des restrictions de moments, qui sont
a la base de I'estimation.

E (x; (yi — xib)) =0

Dans certains cas, c’est spontanément sous cette forme qu’un modele émerge de
la théorie. C’est le cas en particulier des équations d’Euler.

10.2 La méthode des moments généralisée

La méthode des moments généralisée concerne la situation dans laquelle on
dispose d’un vecteur de fonctions g de dimension dim g d’'un parametre d’intérét
f de dimension dim 6 et de variables aléatoires observables z; dont l’espérance
est nulle pour 6§ = 6y la vraie valeur du parametre :

E(g(zi,e)):0<:>9:90

de telles relations portent le nom de conditions d’orthogonalité.
C’est un cadre tres général englobant de nombreuses situations spécifiques :
— mazimum de vraisemblance : On a des observations z; et un modele dont
la vraisemblance s’écrit LogL (z;,6) . Comme

E (%) = /%L(zi,eo)dzi :/L(zi,G)dzi =1 Vo

et que du fait de I'inégalité de Jensen
log | B | ————= > FE(log| ———=
& ( (L(Zu@o) S\ Z (=, 00)
pour 6 # 6y, on a

0> E(log L (2;,0)) — E (log L (2, 00))



10.2 La méthode des moments généralisée 87

L’espérance de la vraisembleance est maximale pour 6 = 6 :

EalogL (23,0)

0 :0@6:90

— modele d’espérance conditionnelle, moindres carrés non linéaires
On a une variable y; dont ’espérance conditionnelle & des variables expli-
catives x; s’écrit

E(yi|vi) = f (z:,00)

comine

E |y~ f (@:,0)7]

By — f (24,00) + f (25,00) — f (2:,0)]?

= E[(yl— (zi,00)) }
+2E [(yi — f (z4,00)) (f (%5,00) — [ (2i,0))]
+E[(f (i,00) = f (2:,0))’]

> E[(yz f(24,60) 2}

on en déduit

of (x;,0)

E[(m—f(xhe)) - }:o@e:eo

— méthode a variables instrumentales pour un systeme d’équations.
E (7, (y, — u69)) =0

ou y; est un vecteur de variables dépendantes de dimension M x 1, x;
une matrice de variables explicatives de dimension M x dim () et Z; une
matrice d’instruments de dimension M x H ou la ligne m contient les
instruments z,, de "éqution m : Z; = diag (z,:) de telle sorte que

i €14 P
Z;\h EMi Z;\/IiEMi
Ona ) ,
E(Z (v~ u0)) = E (7 x) (60— 0)

Dés lors que E (Z;a:i) est de rang dim (0)

E(Z;(yi—xlﬂ)):0<ﬁ>9:9o

Ce cas simple, linéaire, englobe lui méme de trés nombreuses situations,
comme celles vues jusqu’a présent mco, variables instrumentales dans le
cas univarié mais bien d’autres encore comme 1’ économétrie des données
de panel, I'estimation de systéeme de demande, ou encore I'estimation de
systemes offre-demande.
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10.3 Principe de la méthode :

Le principe de la méthode GMM est de trouver (5, rendant

s (d).

la contrepartie empirique de E (g (z;,0)) aussi proche que possible de zéro.

— Si dim (g) = dim (#) on peut exactement annuler g (zi,G) : le modéle est

juste identifié (cas des mco, du maximum de vraisemblance, des moindres
carrés non linéaires)

— Si dim (g) > dim (¢) On ne peut pas annuler exactement la contrepartie
empirique des conditions d’orthogonalité. Le modele est dit suridentifié.
C’est le cas le plus fréquent lorsque ’on met en oeuvre des méthodes de
type variables instrumentales.

Remarque. L’écriture du modele signifie qu’on peut annuler exactement ’espé-
rance F (g (z;,0)) m éme dans le cas de la suridentification, quand bien méme
c’est impossible a distance finie pour la contrepartie empirique des conditions
d’orthogonalité.

Dans le cas de suridentification, la méthode consiste a rendre aussi proche
de zéro que possible la norme de la contrepartie empirique des conditions d’or-
thogonalité dans une certaine métrique :

[oGo), =9Gud) Sxated)

N

L’estimateur est alors défini par :

0= Arg ming (2i,0) Sng (2i,9)

Exemple. Cas ou les conditions d’orthogonalité sont linéaires dans le parametre
d’intérét. C’est par exemple le cas des variables instrumentales dans un systéme
d’équations puisqu’alors

9(2:,0) = Zi (y; — 0:8) = Zy; — Zyw i = g1 (2:) — g2 (21) 0

On note g1 = g1 (2;) et g2 = g2 (z;). L’estimateur est alors défini par :

0s = Arg min (91 — 920) S~ (91 — 920)
Il existe dans ce cas une solution explicite :
-~ ’ -1 7
s = (9_2 SNQ_Q) g2 SNG1
Dans le cas des variables instrumentales, on a par exemple

fs = (%SN%>_I%SN%
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10.4 Convergence et propriétés asymptotiques
Théoréme 10.1. Sous les hypotheses

Hypothése (H;). L’espace des parametres © est compact. La vraie valeur est
0y intérieure & O,

Hypothese (Hz2). E(g(z,0)) =0« 6 =0y,
Hypothése (Hs). g (z;,0) est deux fois continuement dérivable en 6,

Hypothése (Hy). E |suplg (zi,0)| + sup|g (z,0)|* +sup |Vog (z:,0)|| < oo,
0 0 0

Hypothese (Hs). gk (z:,60) a des moments finis d’ordre 1 et 2,

Hypothese (Hg). Le Jacobien G = E (Vg (2;,00)) de dimension dim g x dim §
est de rang dim 6,

Hypothese (H7). Sy £ S, définie positive.

Lestimateur GMM By minimisant Qy (0) défini par Qn (0) = g (2:,0) Sng (z:,0),
est convergent et asymptotiquement normal. Sa matrice de variance asympto-
tique est fonction de Sy et de la matrice de variance des condition d’orthogonalité
et peut étre estimée de facon convergente :

- 675 £, By convergence

- VN (55 — 90) LN (0,VaS (5(5))) normalité asymptotique

Vi (55) = [G'SoG] ™ G'SoV (g (24, 00)) SoG [G"SoG] ™" 01t Sy = plim S
et V(g (z,00)) = E [9 (%90)9(%90)/}

- V(g (2i,00) =g (Zi,é\s) g (%ﬁs)l —V(g(2,600)) et G = 9% <Zi7§5’) —

> Q

T (85) = [@'506) " G'Sn T (9(z0.00) 8@ [G'508]

Démonstration.
— Convergence :

Q (é\s) - Q () = [QN (gs) + (Q (55) - QN (%))] -
[@n (00) + (Q (6o) — Qn (60))]
comme Qn (55) < Qn(0o) et Q(6) <Q ( s ,on a
0 < Q(0s) - Q) = (Q(0s) ~n (95)) — (Q0) — Qw (80))
QSt;p 1Q(0) — Qn (0)]

A

IN

La condition E {sup lg (2, 9)|] < 400 permet de montrer qu’il y a conver-
0

gence uniforme de g (z;,0) vers E (g (2;,0)), et donc de Qv (8) vers Q (6) =
E(g(2,0)) SE (g (2,0)).0n en déduit donc que Q (@\5) il Q (0o) . Comme
la fonction @ est continue, que © est compact, que @ (6g) =0 et Q (0) =
0 E(g(2,0) =0« 0 =0 on en déduit O = .
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— Normalité asymptotique R
La condition du premier ordre définissant le parametre g est définie par

Vog (zi,é\s) SNng (Zi7§5') = 0. En appliquant le théoreme de la valeur
moyenne a g (z,»,é\s) ,on a

0=+vNyg (zi7§5)ng (zi,60) + Vog (zi, 55)\/]? (9\3 — 90)
, oll 55 se trouve entre 53 et 6y converge donc aussi en probabilité vers .
En multipliant par Vyg (zi7 55) Sy, ona

’ ’

Vog (Zi7§5') SnVag (Zz', bvs)\/N (55 - 90) = —Vyg (Zi; 55) SNV Ng (zi,00)

La condition E {sup [Vog (2, 9)] < 400 garantit la convergence uniforme
o

en probabilité de Vg (z;,0) vers E (Vyg (2;,0)). On en déduit que

Vg (z @S)lSN 2 as

et que

<V09 (Zhé\s),SNng (Zz', 53)) L.a's,G

, matrice dim 0 x dim 6 inversible compte tenu de rangG = dim 6. La condi-

tion que g, (z;, 6p) a des moments d’ordre 1 et 2 permet d’appliquer le théo-

réme central limite & vVNg (2;,00) : VN (21,00) =2 N (0,V (g (21,00))).

On en déduit la normalité asymptotique de 'estimateur et 1’expression
de sa matrice de variance. Remarquons que le développement précédent
conduit aussi a une approximation de I’écart entre I’estimateur et la vraie
valeur :

VN (55 _ 90) ~ (G'SNG>71 G SnVNg (2, 00)

— FEstimation de la matrice de variance asymptotique

Le seul point & montrer est que g (zi,§5> g (zi,§5> — V(g(24,6p)). La
condition F [sup lg (zi,e)\2 < oo, permet de montrer qu’il y a conver-
0

gence uniforme de g (z;,0) g (z:,0) vers E (g (2i,0) g (zi, 0),)

10.5 Estimateur optimal

Théoréeme 10.2. Les estimateurs 0* obtenus a partir de matrice de poids S3 —

S* avec
S* =V (g(z,600) "
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sont optimauz, au sens ou il conduisent a des estimateurs de variance minimale.
La matrice de variance asymptotique de cet estimateur est

-1

Ve (07) = [6'S°G)7" = |GV (g (=1.00)) 7' €

et peut étre estimée par

" -1
Vs (9) - [G’S]*\,G}
ou G est comme précédemment un estimateur convergent de G.

Démonstration.
La démonstration se fait comme dans le cas des variables instrumentales. La
variance asymptotique de I'estimateur optimal s’écrit

Vas (07) = [6V 6] = (')

avec C' = V~1/2@G de dimension dim g x dim 6
La variance asymptotique de I’estimateur général s’écrit

Vis (55) = [G'SoG) TGS,V oG G SoG) ™ = BB’

avec B = ['SyG] ™" G'SyV'1/2 de dimension dim 0 x dimg. On a
BC = [G'S,G] " G'SeV2V=12G = Iqimo
d’ou
ry o / 1 —1 / 1 n—1 ~rp’

Vas (95) Vi (9 ) — BB —(C'C)"' = BB - BC(C'C)"' ¢'B

puisque BC' = I4im¢. On voit donc que
Vas (55) Vi (5) _B (Idimg ooyt c’) B

est une matrice semi définie positive, d’ou I'optimalité. m

10.6 Mise en oeuvre : deux étapes

Dans le cas général, la mise en oeuvre de la méthode des moments généralisée
pour obtenir un estimateur optimal présente un probleme : la métrique optimale
faire intervenir le parametre a estimer et est donc inconnue.

S5 =V (g(2i,00) "

Pour mettre cet estimateur en oeuvre on a recours a une méthode en deux
étapes :

— Premiére étape : On utilise une métrique quelconque (en fait pas si quel-
conque, intérét a réfléchir) ne faisant pas intervenir le parametre. Sy = I
est un choix possible mais certainement pas le meilleur. La mise en oeuvre
des GMM avec cette m étrique permet d’obtenir un estimateur convergent
mais pas efficace 6.
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A partir de cet estimateur on peut déterminer un estimateur de la matrice
de variance des condition d’orthogonalité :

V(@)y =0 (20) 0 (28) V(g (zb0)
ainsi que
é = Vg (Zi»§1> i E (Vg (2i,00))

On peut dés lors déterminer un estimateur de la matrice de variance
asymptotique de ce premier estimateur

Vur (31) = (G'SxG) " G (9) S3G (G'nG)

— Deuzieme étape : On met a nouveau en oeuvre l'estimateur des GMM avec
la métrique Sy =V (g);,1 . On obtient ainsi un estimateur convergent et
asymptotiquement efficace dont on peut estimer la matrice de variance
asymptotique

~

Vas (é\*)N - (CATV/S?;[G)i1

10.7 Application aux variables instrumentales dans un sys-
teme d’ équations

On considere le cas d'un systeme d’équations avec variables instrumentales

9(2,0) = Z, (y; — 2:0) = Zyy; — Ziz ;0

3

— Vérification des hypothéses

1. Hy: E (Z;yl) ) (Z;xi) 6 = 0 admet une unique solution si rang &y (Z;xi) =
dim 6, simple généralisation de la condition déja vue dans le cadre
univarié.

2. Hj : est satisfaite du fait de la linéarité.

3. Hy et Hs sont satisfaites si E [(sup‘Z;yi —i—sup‘Z,;a:i )1 < o0,
c’est a dire si les moments d’ordre quatres de Z;, z; et y; existent.

4. Hg : Vg (zi,00) = fZ;xz Si E(Z;xl) est de rang dimf, G =
E(Vog(zi,00)) = —FE (Z;xl) est de rang dim 6.

— FEaxpression de la matrice de variance des conditions d’orthogonalité
La variance des conditions d’orthogonalité s’écrit

Vig(zib0) = E(Z (4 —aib0) (y; — ai60) i)

E (Z;-uiu’iZZ-)

Expression trés proche de celle vue dans le cadre des variables instrumen-
tales. Cette expression fait bien intervenir en général le parametre 6 et il
est alors nécessaire de mettre en oeuvre une méthode en deux étapes.
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— Mise en oeuvre de l’estimation
Premiere étape : 'estimateur a pour expression :

Os = (EsNﬂ)_l 5 Z:Sn Zyy;

La matrice de variance des conditions d’ortogonalité peut étre estimée par

‘7 (9) = Z; (yz - mz@@) (yi - 371'55)/ Zi = Zﬁﬁizz

A partir de cette estimation, on peut aussi estimer la variance de ’esti-
mateur de premiere étape :

~

V(3(9) = (FZsnZa) ZuSxV (9) SwiZ (ZuSnZm)
ainsi que l'estimateur optimal :

0= (427 (0 Z) 44V (0) 2,
et sa variance asymptotique :

Vuo (35) = (427 () Z)

10.7.1 Régressions a variables instrumentales dans un systéeme ho-
moscédastique

Dans le cas ol on fait I'hypotheése d’homoscédasticité : E (v, |Z;) = ¥ =
E <(le — 2;00) (y; — xﬂo)/), onaV(g(z,6p) =F (Z;EZO . Si les régresseurs
sont les mémes, si il n’existe pas de contraintes entre les parametres des équations
z; = Ipp ® xy, et si les instruments sont les mémes d’une équation a l'autre
Zi=Iny @z, onaxZ; =1y Qxlz.

Sous ’hypothese d’homoscédasticité, la matrice de variance des conditions
d’orthogonalité a pour expression E (Z;ZZZ») =XeF (z;zl)

Rappel : pour des matrices aux tailles appropriées (A® B) (C® D) =
AC @ BD. On a donc ¥£7; = (B3®1)(Iy®z) = ¥ ® 2. Dou Z;ZZZ- =
(IM ® z;) (2 ®2) =2 ®zz. On a donc

G745 Zm = (luedz)(Sek (z;zi))_l rEED

_ N
= Yl (x;zlE (zlzl) z{mz)

et

N
<
I

- o , e —
2, 7:S* 7y, <1M®xgzi) (E@E(zlzl)) (In @ 2;) y;

= {E_l(@(a:g,ziE(ziz;) )]

/
ZiYMi
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Zéyu
puisque (I M® z;) Y, =

!
ZiYMi
L’estimateur optimal a donc pour expression

1 -1 -1 Zii
0 = ¥® (ﬂE (le;) %) «x 31w (ﬂE (zzz;) ) )
2§yMi
» 2y bomet
= Iy ®%(E®E<Zﬂ;)) : =
B bamenr

On voit que dans ce cas, I'estimateur optimal est identique & [’estimateur
des doubles moindres carrés effectué équation par équation. Il n’y a donc pas
non plus dans ce cas de méthode en deux étapes a mettre en oeuvre. La matrice
de variance des parametres a pour expression

-1

AGEPE (E (wjz:) E (Zizl/')il r (ngi)>

on voit donc que les estimateurs ne sont pas indépendants les uns des autres dés
que la matrice de variance ¥ n’est pas diagonale.

10.7.2 Estimateur a variables instrumentales optimal dans le cas uni-
varié et hétéroscédastique

On considere la situation d’un modele linéaire univarié
yi = xif + u;
avec un ensemble d’instruments z; : Le sconditions d’orthogonalité sont donc
E (z; (yi — a:ﬁ)) =0

Le résultat précédent montre que dans le cas univarié homoscédastique, i.e.
E (u?|z) = E (u?) , I'estimateur GMM optimal coincide avec I'estimateur des
2mc. On examine la situation dans laquelle il n’y a plus homoscédasticité.

La matrice de variance des conditions d’ortogonalité est donnée par

Vi) =B (i~ i)’ 5z) = B (u?z2)

et Iestimateur optimal a pour expression

~ — 1=\ 1 —1 7
05 = (xiziV(g) lzixi) x;z;V (g) 1ziyi

on voit qu’il est différent de I’estimateur des 2mc dont I’expression est

™ 7 7 —1 7 1 7 7 -1 7
Oome = (2,25 2,20 2,24 T2 2% %Y
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Il faut donc mettre en oeuvre la méthode en deux étapes. On peut par exemple
partir de I'estimateur des 2mec, qui est certainement proche de ’estimateur op-
timal, et calculer un estimateur de la matrice de variance des conditions d’orto-
gonalité,

V(g) = U7z
puis déterminer 'estimateur optimal,

Tk 7 ~5 7 —1— - 7 =5 7 —1—
95 =T,z U;z;%4 Z;Tj ;2 Uyz; 28 2;Yi

ainsi que les matrice de variance de chacun des estimateurs :

o 7 ——1— -1 7 ——1 =5 7
Vas ogmc = ;2 2;2i  Z2; X4 X;24 2;%4 U3 z; %4

——1 7 7 1= -1
Z;2i iz X;24 2; %4 Z; T

V é\* _ 7 ~o 7 -1 7 -1
as = ;2 Ui Z; 24 Z2; Ly

10.8 Test de spécification.

Comme pour les variables instrumentales, dans le cas ou il y a plus de condi-
tions d’orthogonalité que de parametres a estimer, le modele impose des restric-
tions aux données. Elles doivent vérifier la propriété :

30 | E(g(,0) =0

Intuitivement : on peut éliminer le parametre en se servant d’une partie des
équations. L’hypothese 3 6y tqg E(g(z:,00)) = 0 peut étre reformulée de
fagon équivalente sous la forme E (¢ (2;)) = 0 avec dim (¢) = dim (g) — dim (6)
. Ce sont ces restrictions additionnelles que 1’on teste.

Le principe reste le méme : regarder si g (2;,6p) est proche de 0, mais on ne
connait pas 6 .

Plus précisément : on regarde si §; = g (zl,a*) est proche de 0, c’est a
dire si la contrepartie empirique des conditions d’orthogonalité évaluée avec
l’estimateur optimal est proche de zéro.

Le résultat général s’applique

=/ =\ = =
NG Vas (gz) 3 — X (rangV (!h))
Pour effectuer le test il faut donc déterminer le rang de Vi, (E) ainsi qu'un

inverse généralisé et un estimateur convergent de cet inverse.

Théoréme 10.3. Sous Hy:3 6 | E (g(%,0)) =0, on a

NQ% (0°) = NG, Ska — x* (dim (g) — dim (9))

ol g =g (%ﬁ*) et Sy =V (g(z.00) " =g (Zi,g*) g (%‘ﬁ*)
On remarque que la statistique utilisée pour le test est N fois la valeur de
lobjectif a l'optimum.



96 10 LA METHODE DES MOMENTS GENERALISEE

Démonstration. Comme
VNG ~VNgi; +G (5* - 90)
. VN (0= 00) = - (G’SNGY1 G S*VNg
on a

_ , -1,
VNG; ~ <Idimg -G (G S*G) G S*) VNG = (Iaimg — Po) VNGiy

’ 1 /
avec Po = G (G S*G) G S*. P = Pg. Pg est donc un projecteur dont

le rang est celui de G, i.e dim#. Comme en outre Pgs*_lPé = PgS*1, et
Vs (gi,) = S*71, on a

Vas (3) = (aimg = Pa) S (I = Pa) = (laimg — Pa) §*~
On en déduit immédiatement le rang de V4 (E) :
rangV (E) =dimg — dim#¥
et un inverse généralisé :

Vas (32) 8Vas (72)

(Igim g — Pg) S*7'S* (Iaim g — Pg) S**
(Idimg - PG)2 S*_l = (Idimg - PG) S*_l

= Vae (7))

5" =V (7))

d’out

Estimation convergente de linverse généralisée : Comme la matrice g (2;,60) g (2;,0)’
est une fonction continue de 6 convergent uniformémént vers £ (g (2:,0) g (2, 9)/) ,

’

Sy =g <217§*> g (z“é\*) converge vers S* m

10.8.1 Application test de suridentification pour un estimateur a
variables instrumentales dans le cas univarié et hétéroscédas-
tique

Le test est effectué sur la contrepartie empirique des conditions d’orthogo-
nalité évaluées en 6 = 6%, 'estimateur optimal. On calcule donc :

; ~ ——=
z; (yi — m,ﬂ*) = 2;U;

et sa norme

’
7 ~ * ~9
Z;U; U3

7 1 7~ %
Z;Ri 2 Uq

ol u; = y; — x;01 est le résidu de I’équation estimé & partir d’une premiere étape
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Le résultat stipule que sous 'hypothese nulle, Hy : 360 |E (Z; (yi — %9)) =0,
la statistique

’

o~

S _N I~k o~ ) 1//\* Qd. d.
v = Nzw,” Uizz;  zw, — x° (dimz — dimz)

On rejettera ’hypothese nulle si §X est trop grand, i.e. pour un test au niveau
a Sy >Q (1 —a,x?(dimz — dimz))
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11 Variables dépendantes limitées

On a examiné jusqu’a présent le cas de modeles linéaires pour lesquels la
variable dépendante y; avait pour support R. On examine dans ce chapitre la
spécification et I’estimation de modeles dans des situations plus générales.
On examine trois cas
— Modéle dichotomique : y; € {0,1}. Par exemple : participation au marché
du travail, a un programme de formation, faillite d’'une entreprise, défaut
de paiement, signature d’un accord de passage aux 35 heures etc. Les in-
formations dont on dispose dans les enquétes sont souvent de cette nature :
avez vous au cours de la période du tant au tant effectué telle ou telle
action
— Modeéle de choiz discret comme par exemple le choix du lieu de vacances
(pas de vacances, montagne, mer, campagne) ou le choix du moyen de
transport domicile-travail (bus, auto, metro, & pied). Ces situations conduisent
a des variables prenant un nombre fini de modalités y; € {0,1,2,..., M}.

— Données tronquées : on observe une variable y; uniquement conditionnel-
lement & la réalisation d’une autre variable. Par exemple le salaire n’est
observé que conditionnellement au fait que l'individu ait un emploi. On a
alors deux variables & modéliser : la variable de censure I; € {0,1} indi-
quant si le salaire est observé ou non et la variable de salaire w; lorsqu’il
est observé.

11.1 Modele dichotomique

On souhaite expliquer une variable endogene y; prenant les valeurs 1 ou 0
en fonction de variables explicatives exogenes x;,

D’une facon générale on spécifie la probabilité d’observer y; = 1 condition-
nellement aux variables explicatives x;.

Plyi=1z;) =G ()

qui définit completement la loi conditionnelle de y; sachant x;. Cette probabilité
est aussi 'espérance conditionnelle de la variable y; :

Eyile) = Y i [lg=nP (v = 1]a:) + 1(y—0) (1 = P (yi = 1]2:))]
y;€{0,1}

= Pyi=1lz:) =G ()

On spécifie en général cette fonction comme dépendant d’un indice linéaire en
Ty :

G (2;) = G (2:b)

Les différentes solutions que I'on peut apporter a la modélisation de la variable
dichotomique y; correspondent a différents choix pour la fonction G.

11.1.1 Modele a probabilités linéaires

C’est la situation dans laquelle on sépcifie simplement

E(yilri) = P(yi = 1l|x;) = x;b
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Le modele peut alors étre estimé par les MCO.
En dépit de sa simplicité attractive, ce choix de modélisation présente néan-
moins des inconvénients :

Deux inconvénients de ce modele
— Un premier probleme vient de estimation. Compte tenu du fait que y? =
1;, toute estimation de modele de choix discret par les moindres carrés,
linéaire dans le cas présent ou non linéaire dans le cas gén éral, c’est a dire
basée sur la spécification E (y; |x; ) = G (a;b), doit prendre en compte le
fait que le modele de régression correspondant

Yi = G (l'zb) -+ u;
est hétéroscédatique. En effet on a :

Vyile)) = E(y )= Eyilz)? =Eyile) — By |e:)”
= E(yilzi)[1 = E(yilz:)] = G (x:b) [1 — G (2:b)]

L’estimateur des mco dans le cas linéaire a donc pour variance

~ , -1 , , -1
Vas (bmco> =F (a:zxz> E (ufﬂ:zxo E (xzxz>

que ’on estime par la méthode de White

1

o~ /~ 1
_ 7 /\2 7 ’
Vs (bmco) =TT UIT,T.T;T

On pourrait aussi songer a estimer plus directement cette matrice compte
tenu de la forme de I’hétéroscédasticité, ou méme a mettre en oeuvre
I'estimateur des MCQG puisque 'on connait I’expression de la matrice de
variance des résidus conditionnellement a x; :

E(u}|z;) = G (z:b) (1 = G (b)) = 0° (x;b)

Par exemple pour I'estimateur des MCQG

~ = 1l=
bmcqg =T,T; T;Y;

avec z; = z; / o2 (mibmco> . Ceci est en pratique impossible et souleve

un second probleme associé a la spécification d’un modele de probabilité
linéaire

— Le modele ne peut contraindre P (y; = 1|z;) = x;b & appartenir a I'inter-
valle [0, 1].

11.1.2 Les modeles probit et logit.

Il est donc préférable de faire un autre choix que l'identité pour la fonction
G. On souhaite que cette fonction soit croissante, qu’elle tende vers 1 en 400
et vers 0 en —oo. En principe, la fonction de répartition de n’importe quelle loi
de probabilité pourrait convenir. En pratique les modeles de choix discret sont
spécifiés en utilisant deux fonctions de répartition :
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— @, la fonction de répartition de la loi normale :
G = [ etit=o()
—oo
olt p(t) = \/%7 exp (—3t*) . On a donc dans ce cas
P (yi|z;) = ® (x;b)
Un tel modele est appelé Modele Probit.

— F, la fonction logistique

1
F(2)=—F—
1+ exp(—2)

Dans ce cas 1
1+ exp (—x;b)

Un tel modele est appelé Modele Logit

P(yi |33z‘) = F(xib) =

Relation entre les 3 modeles

Dans la plupart des applications les différences sont néanmoins assez faibles
entre les résultats. On peut pour le voir effectuer un développement limité a
Pordre 3 de chacune des fonction F' et ®

On a
1 1 122 1 a4 /x\3
F@) ~ 3+~ 55 371301
1 3 1 1 1 a3
O (z) ~ §+¢(O)x—¢(0)€=§+\/—2_ﬂx——27r€
_ 1+L_2_”(L)3
2 Vor 6 \Vor
Donc
F(i) _ 1+;x_1x_3<i>3
Vor 2 2m 8 6 2m
IS S SR
2 2 2 6

~ ®(z)+ L (f - 1) ~ @ (z) + 0.022°
V2or 6
On en conclut que :
1. bprobit ~ (V2r/4) x /b\Logitv V27 /4 ~ 0.625
- DLinéaire ~ 0.25 X ELogit (+0.5 pour la constante)

2
3. ngéaire ~ 0.4 % /Z;P,robit (40.5 pour la constante)
4

. La différence entre la fonction logistique et la fonction probit a l'ordre 3
est trés faible, ce qui suggere que dés lors qu'il n’y a pas de différences
trop importantes entre les effectifs des deux populations correspondant
aux réalisations de y et que les variables explicatives ne sont pas trop
dispersées, ’approximation entre les deux estimations Logit et Probit sera
bonne.
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5. Les approximations faisant intervenir ’estimations linéaires seront en gé-
néral moins bonnes, surtout si les effectifs des deux populations sont d
éséquilibrés et si les variables explicatives sont dispersées.

Effet marginal d’une variation d’un régresseur continu z Comme F (y; |z;) =
G (z;b), on a
OF (yi |z; ,
(ylk|‘r1) — G (xzb) bk
0x;

et I'élasticité ,
OLogE (yi |zi) _ G (x:b)

= b
Ox¥ G (x;b) F
Pour le modele Probit on a ainsi :
O (yi |zi) OLogE (yi|wi) _ ¢ (wb)
Ox¥ @ (@ib) bi Ox¥ O (x;b) F
et pour le modele Logit
OEWIR) — pany - F )b
Oz}

OLogE (y; |x;
% = (1—F (b)) by

3

puisqu’on vérifie facilement F' = F (1-F)

11.1.3 Variables latentes

La modélisation précédente est une modélisation statistique. Les modeles
a variables dépendantes discretes peuvent étre souvent introduit par le biais
d’une variable latente, c’est a dire une variable inobservée mais qui détermine
completement la réalisation de la variable indicatrice étudiée. Une telle approche
permet de rendre plus explicite les hypotheses économiques sous-jacentes a la
modélisation.

Exemple. Considérons la décision de participer a un stage de formation. Ce
stage représente un gain futur G; pour l'individu dont le capital humain aura
augmenté. Supposons que l'on soit capable de modéliser ce gain a partir de
variables explicatives

Gi =xlby +uf

La participation au stage comporte aussi un cout a court-terme C;, incluant
le fait qu’il faut d’abord apprendre, et donc fournir un effort, mais aussi sou-
vent payer pour la formation et subir des couts indirects comme des couts de
transport. Supposons la encore que 'on soit capables de modéliser ce cotit

Ci = xibe + uf
Le gain net pour I'individu est donc y; = G; — C;.

¥ _ 0 c 9 _,c_
y; = x;bg — xibe +u] —uj = 20+ u;
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On peut modéliser la participation comme le fait que le gain net soit positif :
yi=ley >0 b4+u; >0

y; est la variable latente associée au modele. Si on suppose que le résidu interve-
nant dans modélisation de la variable latente est normal et qu’il est indépendant
des variables explicatives, on obtient le modele Probit. Les parametres b sont
identifiables & un facteur multiplicatif prés. Supposons u; ~» N (0,0?)

b .
yi:1<:>93¢—+&>0
(o2 g

et v; =u;/o ~ N (0,1). On pose ¢ = b/c, on a donc

b i
Plyy=1|z;) = P<x¢—+u—>0>P(fui>xic)P(fui<xic)
o o
= d(x;0)

ou on utilise le fait que la loi normale est symétrique, et que donc P (v > a) =
P(v< —a)

Le modele logit est lui aussi compatible avec cette modélisation. On suppose
alors que w; suit une loi logistique de variance o. La variable wu;/o suit alors
une loi logistique de densité f (z) = exp (—z) /(1 + exp (—z))* et de fonction
de répartition F' (z) = 1/ (1 + exp (—=z)) . Cette densité est la encore symétrique
en zéro, et on aura

b wy
P(y,=1lz;) = P (xi— +—=> 0) = P (v; > —z;¢) = P (v; < z¢)
o o
= F(xzc)

On pourrait considérer d’autres cas comme par exemple le fait que la loi
de u; suive une loi de Student, on obtiendrait alors d’autres expressions pour
P(yi=1lz;)

11.1.4 Estimation des modeéles dichotomiques

Les modeles dichotomiques s’estiment par le maximum de vraisemblance.
On fait 'hypothése que les observations sont indépendantes. Compte tenu d’'une
modélisation conduisant a

P(y; = 1|z;) = G (x;b)

avec G une fonction de répartition connue, de densité g. La probabilité d’observer
y; pour un individu peut s’écrire comme
Pyilei) = Pyi=1le)" 1= Py =1z;)]' ™"
= G(z:b)" [1 -G (ab) ¥

La vraisemblance de ’échantillon s’écrit donc

N

N
LYIX)=]]P@ile) =[G @) 1 -G (b)) ¥
=1

=1
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compte tenu de ’hypothese d’indépendance. La log —vraisemblance s’écrit alors

N
log Ly =Y [yilog G (w:b) + (1 — yi) log (1 — G (:b))]

i=1

Conditions de ler ordre pour la maximisation : L’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance est défini par :

OlogLy _ ivj I (xig) (1—y, Y (xﬁ)

o5 ~|"; (xE) ) 1-G (zB) hi

soit

dlogLy = 9 (ﬂfb) ,
M:Z{yi—G(xib)] — ——x,;, =0

0b i=1 G (xlb) {1 -G (xib)}

Ces équations sont en général non linéaires et nécessitent la mise en oeuvre d’un

algorithme d’optimisation.
On voit que ces équations dans le cas général s’expriment sous la forme

S () [ 2 o

Elles sont donc dans le fond assez similaires aux conditions vues pour les moindres
carrés, mis a part la pondération et la non linéarité. On remarque é gale-
ment que la pondération s’interpréte naturellement par le fait que V (y; |z;) =
G (24,0) (1 — G(x;,b)), et que g(x;,b)z; est la dérivée par rapport & b de
G (x;b) . La pondération est donc analogue & une sphéricisation analogue & celle
pratiquée dans la méthode des MCQG du modele linéarisé autour de la vraie
valeur du parametre.

Pour le modele Logit on a G (2) = F(2) = 1/ (1 +exp(—2)), et g(z) =
exp (—2) /(1 +exp(—2))° = G(2) (1 — G(2)). On a donc simplement

:Z [yl—F<x£)] x;:O

Logit ;=1

xi,g)} m; =0

Olog Ly
0b

Pour le modele Probit on a G (2) = ®(2), et g(z2) = ¢ (z). On a donc simple-
ment

dlog L N . o (xg) /
% Probit - ; [yl -t (be)} o (ng) [1 - (%6)} o

Dérivées secondes de la log-vraisemblanc
— Pour le modéle logit : On trouve directement

N

- Sl (o) (o)

Logit i=1

0%log Ly
i = 0bob’
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La matrice hessienne est toujours négative : la fonction de log-vraisemblance
est donc globalement concave. La méthode de Newton permettra de conver-
ger vers 'optimum en quelques itérations.

— D’une facon générale, on peut montrer que si log (g) est concave, alors
le hessien est négatif. En effet, on peut réécrire la log vraisemblance en
séparant les observations pour lesquelles y; = 1 de celles pour lesquelles
y; = 0, on note I; et Iy les ensembles d’individus correspondants. En
notant g; = g (x;b) et G; = G (z;b) , on a alors

N

dlog Ly i ,
O8N =Gl —L 4
_ ! 9i !
- Sn-Giagat So- G
I TIo
o i Z 1
I
On a alors :
8 log LN g; / ,
oboY ; <—Z T, T+ Z ;%4
1
/ ’ 12
et (%) — giGég—gf ot (_[1gai]) _ —ql((ll g))2 . Comme g est sy-
métrique G(—z) = 1 — G(z), donc (g;((:zz)) = 1_9(5()2), il s’ensuit que
% (1 G(z)) = ; G(( ?) = dz (%)‘ , 81 & est une fonction décrois-
g(z

sante, alors — e ( ) est aussi une fonction décroissante. Pour montrer que
le Hessien est négatif il suffit de montrer que & est décroissante, c’est a
dire si ¢’G < g? soit encore %G < g. log (g) est concave est équivalent &

% dé croissante. Dans ce cas g’ (t) = £ ((f))g (t) > gg((zz))g (t) pour t < z donc
Jood (tydt > L [ g (1) soit g (= )>gg(<;)>(;()

Dans le cas Probit, g (z) = \/— exp ( 22) ,onadonclog g (z) = —log v2m—

%22, qui est bien une fonction concave. L’objectif est donc globalement
concave.

Remarque. Compte tenu de ¢ (z) = —z¢ (z) on en déduit z+ 2 (2) > 0 et aussi

—z4 %5 (2) > 0.

Matrice de variance-covariance de b La matrice de variance-covariance
asymptotique est égale a

~ 9%log L\ 1 Olog L dlog L\ |~
Vas (b) - {_E( obob! )] - [E( ob o )}

Elle peut étre estimée a partir des dérivée secondes évaluées en b :

-1

02%log L (yi7 x“g>

Vas (b) = b
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ou des dérivées premieres évaluée en (3 :

-1

8logL(yi,xi,3) alogL(yi,xi,/b\) ,
b ab

Vs (b) =

On note que dans ce cas la matrice de variance s’écrit sous une forme connue,

PPN —\ 1 ~
s’apparentant & celle des meqg V(b)) = (@%ﬂx;xl) ,oug =y — G (xi, b)

i €i
g(zib) . . . s
W La matrice de variance covariance de ’estimateur est

dans tous les cas estimée par

et @ZZ

11.2 Modeles de choix discrets : le Modele Logit Multi-
nomial

Supposons qu’un individu 7 ait & choisir, parmi un ensemble de K modalités,
une et une seule de ces modalités, notée k.

Exemple. — choix du lieu de vacances (montagne, mer, campagne) ;
— choix du moyen de transport domicile-travail (bus, auto, metro) ;
— choix d’un article particulier pour les décisions d’achat de biens différenciés
(type de voiture, marque de céréale, type de télé viseur...).

Pour modéliser cette situation on associe a chaque modalité un niveau d’uti-
lité
Uik = pik + €ik = Tibp + e k=1,..K

ou &;; est une variable aléatoire non observable. L’individu choisit la modalité
que lui procure 1'utilité maximal.

yi = Argmax (Us)
k

Théoréme 11.1 (Mac Fadden, 1974). Siles {e;;} k=1, .k sont des v.a. in-
dépendantes et identiquement distribuées selon une loie des valeurs extrémes de
fonction de répartition.

G(x) = exp[—exp(—z)],
alors la probabilité de choisir la modalité k s’écrit :

exp(fik) exp(z;by)
PlY; = k| = SR ~ =5k p
1—1 €XP (,uzl) 1—1 €XP (.’L‘Z l)

Ce modéle est appelé modele logit multinomial.

Démonstration. Notons g la fonction de densité des ¢ :

9() =G (2) = - exp[-exp (~2)] = exp (—2) O (2)
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On peut écrire par exemple la probabilité de choisir la premiere solution

P(y:].) = P(U2<U1,...,UK<U1)
= P(ua+ex<pi+er,... pix +ex < p1+er)

+o0
/ P(po+es <pi+er,....px+ex < pr+erler)gler)de

— 00

Comme les aléas sont indépendants, on a

P(ug+ex <pi+er,...,px +ex <p1+erler)

K K
= HP(,ukJrsk <piteler)= HG(ul—,ukJrsl)
k=2 k=2
K K
= []expl—exp(—p + mr —e1)] = exp l— > exp (—p 4k — 61)1
k=2 k=2

K
= exp l— exp (—e1) ZBXP (por — Nl)]

k=2
Donc
+o0 [ K
Ply=1) = / exp [—exp (—1) > exp (ux — Ml)] g(e1)der
- L k=2
+o0 [ K
= / exp |—exp (—e1) Zexp (g — ul)] exp (—e1) G (e1) dex
—oo L k=2
+o0 [ K
= / exp |—exp (—e1) (Z exp (pg — p1) + 1) exp (—e1) dey
- L k=2
+o0 [ K
= / exp |—exp (—e1) Zexp (e — ul)] exp (—e1) dey
> L k=1

puisque G (e1) = exp[—exp(—e1)] et exp(u1 — p1) = 1. Si on définit P; =
X —1
[Zkzl exp (s — ul)} ,ona
—+oo
Py=1)= / exp [—exp (—e1) /Pi] exp (—¢e1) dey
On fait le changement de variable v = exp (—¢1) /P;. Onadv = —exp (—&1) dey / Py,

d’out

exp(—(+o0))/P1 0
Py=1)= —/ exp (—v) Prdv = —/ exp (—v) Prdv = Py
exp(—(—00))/P1 0

Remarque. 1. Les probabilités ne dépendent que des différences
= pg = x(by —by), L £k

Elles ne sont pas modifiés si tous les b; sont translatés en gl =b +ec
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2. En conséquence, les by sont non identifiables sauf a poser par exemple
by =0

3. Les parametres estimés s’interprétent alors comme des écarts a la réfé rence
b1. Un signe positif signifie que la variable explicative accroit la probabilité
de la modalité associée relativement a la probabilité de la modalité de
référence.

11.2.1 Estimation du modeéle logit multinomial :

Posons

yi = 1(yi=k)
exp(xib
Py = P(yi:kmi):#
> =1 exp(xiby)
by = 0

La log-vraisemblance de ’échantillon s’écrit :

n K
log L = Z Z Yik log Pig

i=1 k=1
Cette fonction est globalement concave. Les conditions du premier ordre pour
la détermination du parametre b = (bo, ..., bK)/, s’écrivent simplement sous la

forme
(yiz — Pia) w24

dlog L " ) B
ob Z; : =0
= (yix — Pir) Tk

Démonstration. Déterminons d’abord le gradient. On redéfinit les proba-
bilité & partir d'un vecteur de variables observables spécifique & chaque moda-
lité auquel s’applique le vecteur de parametre b complet. C’est & dire tel que
Zikb = b, Ti = (0,...,0, 24,0, ...,0) 2 est un vecteur ligne dont le nombre
de colonne est n;,, la dimension de by, tandis que Z;; est un vecteur dont la
dimension est celle de ’ensemble des parametres, c’est a dire np, +- - - +np, . Les
probabilité s’écrivent donc sous la forme Py; = P (y; = kl|z;) = %
et on a Z1; = 0. La condition du premier ordre est donnée par

n

Odlog L Z i 0
= Yik 57 log Py, = 0
ob e fwt ob

et on a d’'une part

alogPi;c . 0 ~ K T
a1 COROWREER)

K ~
D1 % exp(z;;b)

(Z{; eXP(l‘z'bz))

~ K ~ ~ J—
= Tik — g iy Pada = T, — T

= Tik —
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avec T; = Zz 1 PuZy, comme Zl 1 Py = 1, T; représente une moyenne des
observations pour l'individu ¢. Le gradient s’écrit donc

n K
81;—§L = > ya (@k - Zil Pilfil)

=1 k=1

= Zzyzkiﬂm - Zz ) Zyzkplxu

i=1 k=1

~ K ~
= Z Z YikTik — Zz=1 Py
i=1 k=1
n K

= Z ym u«) Tik

=1 k=1
On voit en outre que

9?log L o 0 0Py .
Tgi/ = ZZ@I)’ Yir — Pix) Tir, = ZZ kffzk

i=1 k=1 i=1 k=1
n

K
= = P (@i —T) Tax

i=1 k=1

<.

_ K ~ K ~ _ .
Comme T; = Y ;| PiTik, y_p_q Pir (Tir —T;) = 0 et donc aussi

On a donc

sien est une somme de matrice semie définie positive. Pour que
il faut que pour tout i et pour tout k on ait Py (T;x — T;) @« = 0 décompo-
sant le vecteur o' = (auo, ....,OzK)/ et compte tenu de T; = Zle PZik, Ti =
(PioTizy ooy Pik i)y Pik (Ti — T;) o = 0 est équivalent & P, (1 — Py) xipap =
0 pour tout i et pour tout k. m Ce modele trés simple et trés facile a esti-
mer est susceptible de généralisations importantes permettant notamment de
prendre en compte ’existence de caractéristiques inobservées des individus. Le
développement et 'estimation de ce type de modele est aujourd’hui un theme
de recherche trés actif aux nombreuses applications.

11.3 Sélectivité, le modele Tobit

On prend 'exemple des équations de salaire.

Chaque individu peut travailler et percevoir alors un salaire w}, et en retire
une utilité U (w]), il peut aussi décider de s’abstenir de travailler son utilité
est alors c. Sa décision de participer au marché du travail sera donc fonction de
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*

Vécart pf = U (w]) — U (b;) . Les deux variables latentes du modele : w} et pf

sont toutes deux observées partiellement. Plus précisément, on observe

{u;;:_ulJZ sipf >0
(2 : *<
pi=0 sip; <0

On peut associer une modélisation & chacune de ces variables latentes :

*

w; = xwibw + Ui

.
pi = Tpibp + Upi

L’estimation de ce type de modele est en général complexe lorsque 1’on ne spécifie
pas la loi des résidus. On examine ici la situation dans laquelle la loi jointes des
deux résidus u.,; et up;, conditionnellement aux variables explicatives, est une
loi normale bivariée :

) 2
(o) =~ (0) (o, 757 )
Uys 0 POy o,

Une caractérisitique importante de cette modélisation est de laisser possible une
corrélation entre les deux équations de salaire et de participation. Un tel modele
porte le nom de Modéle Tobit

Les données dans un tel modele sont dites tronquées. Cette troncature est
susceptible de conduire & des biais importants. A titre d’ exemple, on consideére

la situation
Yi=xz+w
Ys =T + uz

Les variables x, u; et uo sont toutes trois normales, centrée et réduites. x est
choisie indépendante de u; et us. En revanche on envisage deux situations po-
laires pour la corrélation de u; et us : corrélation nulle et corrélation de 0.9.
On s’intéresse a la relation entre y; et z, et on considére deux cas. Dans le pre-
mier cas on observe yj et z sans restriction, dans le second cas on observe y7
et  uniquement pour y3 positif. Les graphiques suivant montrent les nuages de
points observés :

On voit que les nuages de points dans les échantillons non tronqués se res-
semblent beaucoup que la corrélation soit nulle ou de 0.9. Les droites de régres-
sion linéaire donnent toutes deux des coefficients proches des vraies valeurs : 1
pour la variable x et 0 pour la constante. On voit aussi que la troncature par
la variable y5 ne change pas beaucoup l’allure de ’échantillon dans le cas de la
corrélation nulle. On observe néanmoins que comme on a sélectionné les obser-
vations pour lesquelles = + uy > 0, on a eu tendance a retenir plus de valeurs
élevées de x. Néanmoins, cette sélections des variables explicatives n’affecte pas
la proprié té d’indépendance des variables explicatives et du résidu dans I’équa-
tion de y;. On vérifie que les coefficients de la droite de régression sont la encore
trés proches des vraies valeurs. En revanche les changements pour le cas p = 0.9
en présence de troncature sont trés importants. On a été amené a ne retenir que
les observations pour lesquelles  + us > 0 1a encore on a eu tendance a retenir
plus souvent les observations de x avec des valeurs élevées. Pour une observation
retenue pour une valeur de x donnée, on n’a retenue que les observations avec
une valeur importante de ug et donc de uy puisque ces variables sont fortement
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corrélées. On en déduit que a x donné, on a retenu des observations pour les-
quelles u est suffisament important. Pour une valeur donnée de x la moyenne
des résidus des observations sélectionnées sera donc positive contrairement a ce
qu’implique ’hypothese d’indépendance. En outre, si on considere une valeur de
x plus importante, on sera amené a sélectionner des observations de uy de fagon
moins stricte, et la moyenne des résidus de wuy sélectionnés sera donc toujours
positive, mais plus faible. On en déduit que l'espérance des résidus condition-
nelle & une valeur donnée de = est une fonction décroissante de z : le résidu de
I’équation de y; sur les observations sélectionnés ne sont plus indépendants de
la variable explicative. Ce résultat se matérialise par une droite de régression de
pente beaucoup plus faible que dans le cas précédent : le biais dit de sélectivité
est ici trés important. Une autre conséquence que I'on peut voir sur le graphique
et qui est intimement liée dans ce cas a la sélection, est que la relation entre
et x est hétéroscédastique.

11.3.1 Rappels sur les lois normales conditionnelles.

Densité La densité d’une loi normale centrée réduite est notée ¢ et a pour
expression

()= e (1)
u) = ——exp | ——
12 o P B
La fonction de répartition est notée ® (u) = [“_ ¢ (t)dt. Compte tenu de la
symétrie de la fonction p on a & (—u) =1 — P (u)

Une variable aléatoire de dimension k suivant une loi normale mutivariée de
moyenne 4 et de variance ¥ : y ~ N(u, X), a pour densité :

I R G VA S
fly) = 2o dors) p( 5 —m)'E(y u))

On considere une loi normale bivariée

()= [Ch) (o 737
Y2 2 PO102 o5

la densité de la loi jointe de u; et ug est donc donnée par

1
2

2wo1094/1 — p

Frm) = (24+e2-2p 5152)}

P { 21— 47

avec g1 = H-F et g5 = yz;j‘"’.

1
La loi marginale de y; est donnée par

un calcul simple permet de montrer que la loi y2 conditionnelle & y; donnée par
fly2lyr) = % est aussi une loi normale, mais de moyenne et de variance
différente. La moyenne dépend de la valeur prise par y;, mais pas la variance :

Faeln) = N (1 22 (0= ) o (1= 7))
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Moments d’une loi normale tronquée Soit u ~ N (0,1), elle a pour den-
sité ¢ (u) . Compte tenu de ¢ (u) = —up (u), on a :

[ updn _ [~ () _ e(=o)
1-®(c) 1—®(c) 1-®(c) P(—¢)
M (=c)

E(ulu > ¢)

de méme

Elulu < ¢) = p— B(—(u—p) | —u>—¢) = —M(c)

Et les moments d’ordre 2
< 2

u?p(u)du

E(u2u>c)—fcl_¢)(c) =1+cM(—c)

ol on intégre par partie [ u?p(u)du = [—up (u)]2" + [ ¢(u)du. On en déduit
la variance conditionnelle

V(ulu>¢) = BE(u?|u > ¢) — [E(ulu> )] = 14 cM (—¢) — M (—c)®

de fagon similaire on a pour la loi normale tronquée supérieurement

EW?lu < ¢ =E((—u)’|—u>—c)=1—cM(c)
Viuu < ¢)=1—cM(c)—M(c)?

Remarque on a vu précédemment que 1’on avait pour une loi normale z+ % (2) >
0 et aussi —z + % (2) > 0 soit encore zM (z) + M (2)*> > 0 et zM (—z) —
M (—z)* < 0 on en déduit que 'on a toujours comme on s’y attend V(ulu <
c) <1

Dans le cas d’une variable non centrée réduite v ~ N (u, 02) , on peut déduire
des résultats précédents les moments des lois tronquées en notant que (v — p) /o
etquevsceou=(v—p)/csSc=(c—p)/o. onadonc

E(wv > ¢ =FE(ou+plu>ec)=p+oM (_%)

Ewpv < ¢o=E(ou+tplu<c)=p—ocM (c—u)
o

En calculant E(v?|v > ¢) = E(0?u® + 2uop + p?|u > ¢), on trouve sans peine
I’expression de la variance

V(vjv > ¢) = o? <1+TM (_cau) —M(—CU“>2>

Pour les moments de la loi tronquée supérieurement on a également

oo (1= (52) - ()
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On a aussi comme on s’y attend pour toute transformation linéaire

Vie+blv > ¢ =bV(vfo>c)
Via+blv < ¢)=b*V(vjv<e)

Moments d’une variable normale tronquée par une autre variable nor-
male On s’intéresse au cas d'une variable aléatoire suivant une loi normale

bivariée )
(2)-+((2) (2. )
Y2 M2 pPo109 05

et on cherche les moments d’ordre 1 et 2 de la variable y, tronquée par y; > 0.
On a vu que la loi de y, conditionnelle & y; est une loi normale de moyenne
2+ pZ2 (y1 — pu1) et de variance 03 (1—p?). On en déduit que

g
Bl >0) = (i ts2 (n - p)ln >0)
1
= 2+ posk (y1 — ly1 > 0)
g1
_ M2+p02E(Z/1—M1 Y1 — 1 >_&>
g1 g1 g1
= g+ poaM <&)
01
De méme,
V(y2lyr >0) = V(E(y2ly1)lyr >0)+E(V (y2|y1)|y1 > 0)

(o2
= V<u2+pg—j(y1—u1)y1>0>+(1—p2)03

- p20§V<y1u1 Yyr— >&)
o1

2
_ o2 (1_&1\4(&)_1\4(&) >+(1_p2)gg
g1 g1 g1
2
= 02— pod (ﬂM (&> + M <&> >
g1 g1 g1

Compte tenu du résultat précédent sur la loi normale unidimensionnelle et

puisque V (y2 [y1) = (1 — p?) 03.

On obtient directement les moments de la loi normale y, tronquée par y; < 0
en remplagant pu; par —pg et p par —p

E(y2ly1 <0) = pa — poaM (—&)

01

De méme,

2
V(y2|yn <0) =03 — p*o3 (—MM (—‘”) +M <—“1) )
01 o1 o1



11.3  Sélectivité, le modéle Tobit 115

11.3.2 Pourquoi ne pas estimer un modele Tobit par les MCO ?

— Si on se restreint aux observations positives, on a
* *
E(wz |1'wiyl'pi7pi = 1) = E(wz |$wia$piapz’ > O)

En appliquant les résultats précédents a yo = w*, et y; = p*

E(w;k |x’w7ﬁ7"«I/'php;!K > 0) = Uw —|—p0'wM (&)

Op

b
= Zuiby + pouM (M)

Op

On voit donc que dés lors que la corrélation entre les éléments inobservés
de ’équation de salaire et de ’équation de participation sont corrélés, ne
pas prendre en compte la séléctivité recient & oublier une variable dans
la r égression : M (%) aussi appelé ratio de Mills. Cet oubli est donc
susceptible de conduire a une estimation biaisée des parametres dés lors
que les variables M (%) et x,,; sont corrélées. Si on considere a titre

. . . . 4 L. _ b
illustratif que 1’équation de séléction s’écrit w} > w,ona p=1et —w’; L=

p
xwibw —w

- . L’équation précédente s’écrit alors
w

Tapibyw — W
E (W] |Tuwis Tpis pi > 0) = Tyiby + 00 M (M;f)
w

Dans ce cas comme M (z) = % est une fonction décroissante de z le

biais est négatif. Dans le cas général tout dépent de p et de la corrélation

entre le ratio de Mills et M (%) les variables explicative entrant dans
P

la modélisation de w; .
— Si on introduit également les observations pour lesquelles w; = 0, on a

E (Wi |TwisTpi) = E(Wi|TwisTpispi =1) P (pi = 1|@wi, Tpi) +
E (Wi |2wi, Tpi, pi = 0) P (pi = 0@, Tpi)
= E(wi|Twi, Tpi,pi = 1) P(pi = 1|Twi, Tpi)

ib ib
_ ($wibw)q) (:Up P> + powp (-"Ep P)
Op Op

et on voit que la forme linéaire n’est pas non plus adaptée.

11.3.3 Estimation par le maximum de vraisemblance

On écrit la probabilité d’observer chaque réalisation du couple (w;, p;) .
— Pour p; = 0 on n’observe pas w; la seule probabilté est P (pf < 0), c’est

a dire P (zpiby + up; < 0) = ® (—xf,—b”) =1-2 (—xi’fbp)

P
— Pour p; =1 on observe w; = w} et p; > 0. La densité correspondante est

£ (wi, ) dp; = f (wy) / f 0 ;) dp

p; >0

f(wf:wupi:l):/

p; >0
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et laloi de p} conditionnelle & w} = w; est pas d éfinition une loi normale de

moyenne [, (w;) = pip + pop = =F et de variance 55 = crg (1 —p?) la pro-

babilityé pour qu’une telle variable aléatoire soit positive est ® (ﬁ”é—w’)) =
P

Kp+pop wi;“w . Lz .
® ( ————2« | . Finalement, la densité des observations est

OI)\/ (1 Fz)
H |: (33,#’1))} X
; Op

1 Wi — Tapibay Tpibp + pop, H=Ewide _;’“;:”ibw
[ o (0o 2
Tw Tw opV/ (1= p?)

pi=1

()] "

i

1 Wi — Toibuw Lpibp + pop 7:fibw "
— B =
Tw Tw opyV/ (1= p?)

On voit que comme dans le cas du modele Probit, on ne peut pas identifier

la totalité des parametres de I’équation de sélection : seul le parametre

by, = g—p est identifiable. Compte tenu de cette redéfinition des parametre
P

L

du modele, la vraisemblance s’écrit :

L= 1] [1-o <zp,75p)r_p" x

?

g Wi —To b Pi
1 (wZ - mwibw> o Tpibp + P
Ow 4 Ow (1 — ,02)

Dans le cas ou1 p = 0 on voit que la vraisemblance est séparable entre une
contribution correspondant & Pobservation de p; = 0/1 et une contribution
associée aux observations de w; :

L= [I[1-2(wnby)] BT (z0ibp)”

i

e ()]
— [ —
Ow Ow

On retrouve donc le fait que dans le cas p = 0 on peut ignorer la sélec-
tion des observation. On voit aussi que dans les cas général ou p # 0 la
sélectivité importe.

Remarque. 1. La fonction de vraisemblance n’est pas globalement concave

en (p, Jw,bw,gp).

2. Elle est concave globalement en 6§ = (o’w, bw,gp) pour p fixé.

3.

Une solution consiste a fixer la valeur de p et estimer les parametres cor-
repondant € (p) et a balayer sur les valeur possibles de p.
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Estimation en deux étapes par la méthode d’Heckman
— Méthode en deux étapes dans laquelle on estime d’abord le Probit associé
a p; = 1/0 et ensuite une régression augmentée prenant en compte la
sélectivité ;
— Il s’agit d’'une méthode d’estimation convergente, mais non efficace ;
— Le calcul des écart-types associés a cette méthode est un peu compliqué;
— Elle peut étre utilisée telle qu’elle ou pour fournir des valeurs initiales pour
la maximisation de la vraisemblance;
Elle permet une généralisation facile au cas d’autres lois que la loi normale.

lere étape : estimation de 5p = b, /0o, par MV du modele Probit (sur la
partie discrete) soit

P(pi=1) =P (p} > 0) = @ (yiby)
Ceci fournit un estimateur convergent de Ep

2éme étape : on exploite la relation :

(50)
E(ywi|y;i > 0) = Xuwiby + poy——=%
@ (X,iby )
. Lp(Xpi~p) .
La variable (%00 est inconnue, on la remplace par

(o)
A= ———=
o (Xpibp)

et on estime les parametres b, et po,, a partir de la relation :

Ywi = xwibw + (pr)Xi + vy

sur les observations positives

Ces estimateurs sont asymptotiquement sans biais, mais ils ne sont pas
asymptotiquement efficaces.

Pour le calcul des écart-types, deux probléemes se présentent

— Le modele est héréroscédastique. En effet :

V(ug|pi=1) = V(uylpf >0)
-~ ~ ~\2
o2 _ g2 (mibpM (a:ibp) +M (xibp) )
dépend des variables observables
— Le parametres b, n’est pas connu et est remplacé par une estimation. Il

est lui méme issu d’une estimation (par le MV) que 'on peut résumé par
P’annulation de la contrpartie empirique de condition d’orthogonalité

E (h’gp (pi,xm,'z}p)) =0
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L’estimation du modele par les mco conduit quant a elle a 'annulation de
la contrepratie empirique de

£(( Af(iﬁ) ) ot b ()] 1

= E(hbw,pow (piawiamwiabwapaw)) =0

Le calcul des écart-types doit se faire en considérant les formules de ’esti-
mation par la méthode des moments généralisée associée a la totalité des
conditions d’orthogonalité, c’est a dire

E ( h%p (p’hxp’h bp) > -0
hbw,paw (pi7 Wiy Tawis bw7 PUw)

Cette derniere facon d’estimer le modele est inefficace, mais elle est aussi
la voie a l'estimation de modele plus généraux dans lesquels on ne fait
plus d’hypotheses sur la loi des observations. On peut montrer qu'on a en
général une relation de la forme

E(w;|pi =1, 24, P (xpi)) = Zuwiby + K (P (xpi))

ol P(zp) = P(p; =1|zp) et K une fonction quelconque. Dans le cas
-1

normal, cette fonction s’écrit simplement K (P) = paww et on a

en plus P=® (xpl-gp) . L’estimation de ce type de modele est néanmoins

délicate.



