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Introduction

On peut s’intéresser aux généralisations vectorielles des MA et des ARMA.
Mais en pratique, on s’est souvent ramené dans le cas univarié à des processus
AR. C’est d’autant plus le cas dans les processus vectoriels, où les VARMA
donnent lieu à des caculs de polynômes matriciels. On va donc considérer prin-
cipalement les processus VAR, généralisation vectorielle des processus AR. Ce-
pendant, on évoquera des processus VMA(∞) dans le cadre d’une généralisation
du théorème de Wold.

Les modéles VAR servent à la prévision, au test de relations entre variables,
sans modélisation économique a priori, car on ne sépare pas les endogènes et les
exogènes.

Exemple 0.1. On peut réaliser des tests de causalité (mal nommés), des tests
d’exogénéité, de modèles structuresl.
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1 Processus vectoriels stationnaires

1.1 Définition et propositions générales

Définition 1 (Processus vectoriel). (Xt)t∈Z est un processus vectoriel sta-
tionnaire à valeurs dans Rn signifie qu’il s’écrit :

Xt =




x1,t
...

xn,t




où les (xi,t)t∈Z sont des processus à valeurs dans R.

Définition 2 (Processus vectoriel stationnaire). (Xt)t∈Z est un processus
vectoriel stationnaire s’il vérifie :

(i) E(Xt) = m, ∀t ∈ Z
(ii) V(xt) = Γ0 ∀t ∈ Z, où :

V(xt) = E [(Xt −m)(Xt −m)′]
= (Cov(xi,t, xj,t))i,j
= (σi,j,t)i,j

(iii) E [(Xt −m)(xt+h −m)′] = γ(h) ∀t ∈ Z

Remarque.

E [(Xt −m)(Xt+h −m)′]

= E







x1,t −m1

...
xn,t −mn


 (x1,t+h −m1, . . . , xn,t+h −mn)




= [E ((xi,t −mi)(xj,t+h −mj)
′)]i,j

= (Cov(xi,t, xj,t+h))i,j

On a donc :
∀t ∈ Z,∀(i, j),Cov(xi,t, xj,t−h) = γi,j(h)

Proposition 1.1. (Xt)t∈Z stationnaire ⇒ ∀i ∈ J1, nK, (xi,t) stationnaire.
La réciproque est fausse.

Démonstration.

(i)

∀t,E(Xt) = m⇔ ∀i,




E(x1,t)
...

E(xn,t)


 =




m1

...
mn




(ii) (Xt) stationnaire ⇔ ∀t,∀(i, j),Cov(xi,t, xj,t−h) = γi,j(h). Si i = j, on a
bien : ∀t,Cov(xi,t, xi,t−h) = γi(h), donc (xi,t) est stationnaire.

Exemple 1.1 (Bruit blanc vectoriel). Xt Ã BB(0,Ω) ssi :
(i) ∀t,E(Xt) = 0
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(ii) ∀t,V(Xt) = Ω

(iii) ∀t,∀h 6= 0,E(Xt, Xt−h) = 0

Exemple 1.2 (VMA(1)). Soit εt Ã BB(0,Ω) : Xt = εt − Aεt−1, où A ∈
Mn(R). Vérifions que (Xt) est bien stationnaire :

(i) E(xt) = E(εt −Aεt−1) = 0

(ii)
V(Xt) = E(XtX

′
t) = E[(εt −Aεt−1)(ε

′
t − ε′t−1A

′)]
= E[εtε′t −Aεt−1ε

′
t − εtε

′
t−1A

′ +A′εt−1ε
′
t−1A

′]
= Ω−A× 0− 0×A′ +AΩA′

(iii) Soit h 6= 0 :
h = 1 : E((εt −Aεt−1)(εt−1 − εt−2A

′)) = −AΩ
h > 1 : E((εt −Aεt−1)(εt−h − εt−h−1A

′)) = 0
h = −1 :E((εt −Aεt−1)(εt+1 − εtA

′)) = −ΩA′

h < −1 :E((εt −Aεt−1)(εt+h − εt+h−1A
′)) = 0

On note que : Γ(1) = −AΩ = [Γ(−1)]′

Proposition 1.2. Si (Xt)t∈Z est stationnaire, alors, ∀h ∈ Z,Γ(−h) = [Γ(h)]
′

Démonstration.

Γ(h) = E [(Xt −m)(Xt−h −m)′]
Γ(−h) = E [(Xt −m)(Xt+h −m)′]

= E [(Xt−h −m)′(Xt −m)] par stationnarité

= E
(
[(Xt −m)(Xt−h −m)′]

′)

= (E [(Xt −m)(Xt+h −m)′])
′
= Γ(h)′

Remarque. 1. Γ(h) = (γi,j(h))16i,j6n, où γi,j(h) = E((xi,t − mi)(xj,t−h −
mj)) = Cov(xi,t, xj,t−h)

2. Γ(h) = E(XtX
′
t−h −mX ′

t−h −Xtm
′ +mm′) = E(XtX

′
t−h) +mm′

Proposition 1.3. Soit (Xt)t∈Z stationnaire, (Ai)i∈Z une suite de matrices n×n
non aléatoires, telles que

∑

i∈Z
|Ai| < +∞. Alors,

– Yt =
∑

i∈Z
AiXi est défini presque sûrement pour tout t, et appartient à

L2Rn(Ω,A, P ) ;
– (Yt) est stationnaire ;

– E(Yt) =

(∑

i∈Z
Ai

)
mX ;

– ΓY (h) =
∑

i,j

AiΓX(h+ j − i)A′
j

Démonstration. Ce sont des applications du théorème de Fubini. On ne
donne donc ici qe l’idée de la démonstration, qui est laissée en exercice :

–
∫
y2i,tdP =

∫ (∑
j ai,jxj,t−k

)2
dP < +∞

– E(Yt) = E (
∑

k AkXt−k)
Fubini
=

∑
k E(AkXt−k) =

∑
k AkE(Xt−k)
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–

ΓY (h) = E((Yt −my)(Yt−h −mY )
′)

= E
[
(
∑

k Ak(Xt−k −mX))
(∑

j Aj(Xt−h−j −mX)
)′]

Fubini
=

∑
k,j E [Ak(Xt−k −mX)(Aj(Xt−j−k −mX))′]

=
∑

j,k AkE [Ak(Xt−k −mX)(Xt−j−k −mX)′]A′
j

=
∑

k,j AkΓX(j + h− k)A′
j

Remarque. En général, ‖A‖ = maxj∈J1,nK(λj(A
′A))1/2, où λj(A

′A) est une va-
leur propre de A′A, supérieure à 0. On a alors : ∀x ∈ Rn, ‖Ax‖ 6 ‖A‖‖x‖ pour
‖x‖2 =∑x2i

Définition 3 (Processus VMA(∞)). Soit εt Ã BB(0,Ω), (Ak)k∈Z,
∑

k ‖Ak‖ <
+∞. Alors, Yt =

∑

k

Akεt−k suit un processus VMA(∞).

Exemple 1.3. Yt =
∑+∞

k=0Akεt−k, A0 = I,
∑

k ‖Ak‖ < +∞

1.2 Densité spectrale d’un processus vectoriel stationnaire

Proposition 1.4. Soit εt Ã BB(0,Ω), Xt = (m)+
∑

k∈Z
Akεt−k,

∑

k

‖Ak‖ < +∞.

Alors,
∑

h

‖ΓX(h)‖ < +∞

Définition 4 (Densité spectrale). La densité spectrale de (Xt) est l’appli-
cation :

[−π, π] → Mn(C)
ω 7→ SX(ω)

Avec :

SX(ω) =
1

2π

∑

h∈Z
ΓX(h)eiωh

Proposition 1.5. Ainsi définie, la densité spectrale vérifie les propriétés sui-
vantes :

(i) Densité spectrale d’un bruit blanc : εt Ã BB(O,Ω)⇒ Sε(ω) =
1
2πΩ

(ii) Si Xt =
∑

k Akεt−k, Yt =
∑

j BjXt−j ,
∑ ‖Ak‖ < +∞,

∑
j ‖Bj‖ < +∞,

alors, ∃(Ci)i/Yt =
∑

i Ciεt−i et SY (ω) = Bi(e
iω)SX(ω)B(eiω)

′

Démonstration. On remarque que : Yt = B(L)Xt, avec B(L) =
∑

j BjL
j ,

B(eiω) =
∑

j Bje
iωj et B(eiω) =

∑
j Bje

−iωj puisque Bk ∈Mn(R)
Le reste est similaire à la démonstration dans le cas univarié.

Théorème 1.6 (Théorème d’injectivité). Soit Xt =
∑

j Ajεt−j , où εt Ã
BB et

∑
j ‖Aj‖ < +∞. Alors,

ΓX(h) =

∫ π

−π
SX(ω)e−iωhdω

Démonstration. C’est une application du théorème de Fubini, comme en
univarié.
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1.3 Innovation et théorème de Wold

Rappel. Soit (xt)t∈Z un processus réel stationnaire, εt = xt−x∗t = xt−EL(xt|xt−1) =
xt − PHt−1

(xt), où Ht−1 = L(1, xt−1, . . . ).
Ici, Xt = (x1,t, . . . , xn,t)

′ À la date t− 1, les x1,t−1, . . . , xn,t−1 sont supposés
observés.

Dans le cas des processus vectoriels, on va considérerHt = L(1, x1,t, . . . , xn,t),
sous-espace vectoriel fermé de L2R(Ω,A, P ).

Remarque. Xt ∈ L2Rn(Ω,A, P )

Définition 5 (Prévision optimale de Xt à la date t− 1).

X∗
t =




x∗1,t
...

xn,t


 =




EL(x1,t|1, x1,t−1, . . . , xn,t−1)
...

EL(xn,t|1, x1,t−1, . . . , xn,t−1)


 =




PHt−1
(x1,t)
...

PHt−1
(xn,t)




Définition 6 (Processus des innovations de (Xt)). On définit le processus
des innovations (εt) de (Xt) comme :

εt = Xt −X∗
t

ce qui revient à :

εt =




ε1,t
...

εn, y


 où ∀i ∈ J1, nK, εi,t = xi,t − EL(xit|1, x1,t−1, . . . , xn,t−1)

Notation 1.1. Dans ce qui suit, on note Lt(Xt) = Ht = L(1, x1,t−1, . . . , xn,t−1),
X∗
t = EL(Xt|Xt−1) et εt = Xt − EL(Xt|Xt−1)

Comme on se sert du passé de toutes les variables pour faire la prévision de
chaque composante, il est clair que V(PHt−1

(x1,t)) 6 V(EL(xt|xt−1)
On applique le théorème de Pythagore :

V(x1,t − EL(x1,t|Xt−1)) 6 V(EL(x1,t|x1,t−1))

x1,t − EL(x1,t|Xt−1) = ε1,t 6= η1,t = EL(x1,t|x1,t−1)
Proposition 1.7.

∀i, j ∈ J1, nK∀k > 0, εi,t⊥xj,t−k
ce qui équivaut à :

∀i,E(εi,txj,t−k) = 0

Démonstration. εi,t = xi,t − EL(xi,t|Xt−1)
L2

⊥ Ht−1

Remarque. ⊥L2

signifie orthogonal au sens de L2, et équivaut à la non-corrélation.

Proposition 1.8 (Optimalité de la prévision optimale). X∗
t est la prévi-

sion optimale de Xt parmi toutes les prévisions linéaires en fonction du passé
des xj,t−1, c’est-à-dire que V(Xt −X∗

t ) est minimale au sens des matrices sy-
métriques.

En d’autres termes, si X̂t est une prévision linéaire de Xt, V(Xt − X∗
t ) <

V(Xt − X̂t) au sens des matrices symétriques.
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EL(x1,t|Xt−1)

Lt(Xt−1)

x1,t

Lt(x1,t−1)
EL(x1,t|x1,t−1)

Fig. 1 – Plans de projection en dimension 2

Rappel. Soient A et B ∈Mn(R) symétriques :

B > A ⇔ B −A > 0 ⇔ ∀x ∈ Rn, x′(B −A)x > 0
B > A ⇔ B −A > 0 ⇔ ∀x ∈ Rn

∗ , x
′(B −A)x > 0

Démonstration de l’optimalité. Soit X̂t prévision linéaire de Xt s’ex-
primant en fonction des xj,t−k :

V(Xt − X̂t) = V((Xt −X∗
t ) + (X∗

t − X̂t)) =

V((Xt −X∗
t ) + V(X∗

t − X̂t) + E
[
(Xt −X∗

t )(X
∗
t )

′ + (Xt − X̂t)(Xt −X∗
t )

′
]

E
[
(Xt −X∗

t )(X
∗
t − X̂t)

′
]
= [E((xi,t − x∗i,t︸ ︷︷ ︸

⊥Ht−1

)( x∗j,t︸︷︷︸
∈L(Xt−1)

− x̂j,t︸︷︷︸
∈L(Xt−1)

))]i,j = 0

Symétriquement, E
[
(Xt −X∗

t )(X
∗
t )

′ + (Xt − X̂t)(Xt −X∗
t )

′
]
= 0

Ainsi,

V(Xt − X̂t) = V((Xt −X∗
t ) + (X∗

t − X̂t)) = V((Xt −X∗
t ) + V(X∗

t − X̂t)

Or, V(X∗
t −X̂t) matrice symétrique positive, donc V(Xt−X̂t) > V(Xt−X∗

t ) au

sens des matrices symétriques. Or, V(X∗
t − X̂t) est symétrique définie positive

sauf si X∗
t
p.s.
= X̂t.

Donc :
X̂t 6= X∗

t ⇔ V(Xt − X̂t) > V(Xt −X∗
t )

Corollaire. ∀u ∈ Rn, la prévision optimale parmi les prévisions linéaires en
fonction de Xt−1 de u′Xt =

∑n
i=1 uixi,t

(i) est u′X∗
t ;
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(ii) en particulier, x∗i,t est la prévision optimale de xi,t parmi les prévisions
linéaires en fonction de Xt−1.

Démonstration. V(Xt −X∗
t ) < (Xt − X̂t), donc ∀u ∈ Rn, U 6= 0,

u′[V(Xt − X̂t)− V(Xt −X∗
t )]u > 0

⇔ u′V(Xt − X̂t)u− u′V(Xt −X∗
t )u > 0

⇔ V(u′Xt − u′X̂t)− V(u′Xt − u′X∗
t ) > 0

X∗
t ∗ est donc optimal pour toute combinaison linéaire des xi,t. Pour u = ei, on

a le second résultat.

Théorème 1.9 (Théorème de Wold en multivarié). Soit (Xt)t∈Z processus
vectoriel stationnaire, (εt)t∈Z le processus des innovations de (Xt).

Alors,

∃(Ck)k∈N, C0 = I,
∑

k

‖Ck‖ < +∞ tel que

Xt = mX +

+∞∑

k=0

Ckεt−k

1.4 Convergence des moments empiriques

Définition 7 (moments empiriques). On définit la moyenne empirique comme :

m̂ = XT =
1

T

T∑

t=1

Xt

et l’auto-covariance empirique comme :

Γ̂X(h) =
1

T − h

T∑

t=h+1

(Xt −XT )(Xt−h −XT )
′

Proposition 1.10. De fait du théorème central-limite, ces estimateurs ont les
propriétés suivantes :

1. m̂ et Γ̂X(h) sont des estimateurs convergents en probabilité de mX et de
ΓX(h) ;

2. Si de plus (εt) est stationnaire à l’odre 4,

√
T (XT −mX)

L→ N
(
0,
∑

k∈Z
ΓX(h)

)
= N (0, 2πSX(0))

2 Processus VAR stationnaires

2.1 Définition et propriétés générales

Définition 8. (Xt)t∈Z est un processus VAR d’ordre p si et seulement si :

1. (Xt) est stationnaire ;
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2. Il existe εt Ã BB,Φj ∈Mn(R), j ∈ J1, pK,Φp 6= 0 tels que :

Xt = µ+Φ1Xt−1 + · · ·+ΦpXt−p + εt

On note aussi : Φ(L)Xt = µ+ εt, où Φ(L) = I − Φ1L− · · · − ΦpL
p.

Remarque. Soit (Xt) VAR tel que Φ(L)Xt = µ+ εt. Il existe des solutions non
stationnaires en espérance vérifiant la même équation. Il suffit pour le montrer
considérer (Yt) déterministe tel que Φ(L)Yt = 0, et de considérer Zt = Xt + Yt.

Proposition 2.1. Si det(Φ(z)) a toutes ses racines de module strictement su-
périeur à 1, l’équation Phi(L) = µ + εt admet effectivement une solution sta-
tionnaire.

Remarque. Φ(L) = I − Φ1L− · · · − ΦpL
p = (ϕi,j(z))i,j

Si Φk = ϕki,j , alors

ϕi,i(z) = 1− ϕ1i,iz − · · · − ϕpi,iz
p

= 1−∑p
k=1 ϕ

k
i,iz

k

ϕi,j(z) = −∑p
k=1 ϕ

k
i,jz

k, i 6= j

det(Φ(z)) est donc un polynôme en z de degré très élevé : n× p.

Démonstration de la proposition. Soit Φ(L) = 1 − Φ1L · · · − ΦpL
p =

(ϕi,j)i,j Soit Φ̃(L) la transposée de la matrice des cofacteurs de Φ(L) : Φ(L)Φ̃(L) =

Φ̃(L)Φ(L) = (det(Φ(L))In. Φ(l) est donc inversible ssi (detΦ(L)) est inversible.
Dans ce cas, Φ(L)−1 = (detΦ(L))−1Φ̃(L).

Si det(Φ(z)) a toutes ses racines de modules strictement supérieur à 1, on
sait que :(det(Φ(z))) =

∏np
i=1(1 − λiz) avec |λi| < 1. Dans ce cas, ∃(ak) tq

(detΦ(z))−1 =
∑+∞

k=0 akz
k, a0 = 1,

∑ |ak| < +∞.

Alors, Φ(z)−1 =
(∑+∞

k=0 akz
k
)
Φ̃(z). Pour les mêmes raisons, il existe Ak

telle que Φ(L)−1 =
∑++∞

k=0 AkL
k.

On a alors :

Φ(L)Xt = µ+ εt ⇔ Xt = Φ(L)−1(µ+ εt)
⇔ Xt = (Φ(1))−1µ+Φ(L)−1εt

⇔ Xt =
(∑+∞

k=0Ak

)
µ+

∑+∞
k=0Akεt−k

Ainsi défini, (Xt) est bien une solution stationnaire du modèle.

Remarque. Si det(Φ(1)) = 0, on peut montrer que (Xt) est non stationnaire, et
Φ(1) est lié à la dimension du sous-espace de co-intégration.

Remarque. On ne s’intéresse pas au cas où det(Φ(z)) a des racines de module
strictement inférieur à 1.

Proposition 2.2. Soit (Xt) ÃVAR(p) tel que Φ(L)Xt = µ + εt. On suppose
que |z| < 1⇔ detΦ(z) 6= 0.

Alors, (εt) est le processus des innovations de (Xt), L(εt) = L(Xt).
La représentation Φ(L)Xt = µ+ εt est la représentation canonique de (Xt).

Démonstration. On sait que Xt = m + A(L)εt avec m = (
∑

k Ak)µ =
Φ(1)−1µ, A(L) =

∑
k AkL

k, A0 = 1,
∑ ‖Ak‖ < +∞.
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On a alors : εt = Φ(L)Xt − µ, donc

∀i ∈ J1, nK, εi,t = xi,t −
p∑

k=0

n∑

j=1

ϕki,jxj,t−k − µi

⇒ εi,t ∈ L(1, xi,t, xj,t−k, k ∈ J1, pK) ⊂ L(Xt)
⇒ L(1, ε1,t, . . . , εn, t) ⊂ L(Xt)
⇒ L(1, ε1,t−k, . . . , εn, t− k) ⊂ L(Xtk) ⊂ L(Xt)

⇒ L(εt) ⊂ L(Xt)

Xt = m+
∑+∞

k=0Akεt−k = m+ εt +
∑

K>1Akεt−k
xi,t = mi + εi, t+

∑
k>1Akεt−k ∈ L(εt)

On montre de même que L(Xt) ⊂ L(εt), et donc que

L(Xt) = L(εt)

Or,

xi,t = µi + εi,t +

p∑

k=1

n∑

j=1

ϕki,jxj,t−k

x∗i,j = EL(xi,t|Xt−1) = µi + EL(εi,t|Xt−1) +

p∑

k=1

n∑

j=1

ϕki,jxj,t−k

Comme εt Ã BB, EL(εi,t|Xt−1)L(εi,t|εi,t−1) = 0, donc :

x∗i,t = xi,t − εi,t
⇒ εi,t = xi,t − x∗i,t
⇒ εt = Xt −X∗

t

2.2 Prévision d’un processus VAR stationnaire

Prévision optimale Soit Xt tel que Φ(L)Xt = µ + εt, avec |z| 6 1 ⇒
detΦ(z) 6= 0.

Xt = µ+Φ1Xt−1 + · · ·+ΦpXt−p + εt avec Φj ∈Mn(R)
X∗
t+1 = EL(Xt+1|Xt)

Xt+1 = µ+Φ1Xt + · · ·+ΦpXt+1−p + εt+1
⇒ EL(Xt+1|Xt) = µ+Φ1Xt + · · ·+ΦpXt+1−p + 0 car εt est l’innovation

Donc X∗
t+1 = µ+

p∑

k=1

ΦkXt+1−k

Comme dans un AR, on a alors :

Xt+2 = µ+Φ1Xt+1 +Φ2Xt + · · ·+ΦpXt+2−p + εt+2
tX

∗
t+2 = µ+Φ1X

∗
t+1 +Φ2Xt + · · ·+ΦpXt+2−p

tet+2 = Xt+2 − tX
∗
t+2 = Φ1(Xt+1 − tX

∗
t+1) + εt+2 = Φ1εt+1 − εt+2

Donc V(tet+2) = V(Φ1εt+1 − εt+2) = Φ1ΩΦ
′
1 +Ω
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De manière générale,

Xt+h = µ+
∑

k=1 ΦkXt+h−k + εt+h
tX

∗
t+h = µ+

∑
k=1 ΦktX

∗
t+h−k

avec la convention tX
∗
t+h−k = Xt+h−k si h 6 k. La prévision optimale se

calcule donc par itérations successives sur h.

Régions de prévision Supposons εt Ã N (0,Ω).

Alors, tet+h Ã N (0, Vh)

tet+h =




e1,t+h
...
en,t+h




Il y a donc deux manières de déterminer la région de prévision :

1. Composante par composante :

∀i ∈ J1, nK, ei,t+h = xi,t+h − tx
∗
i,t+h Ã N (0, σhi,i)

On a alors un intervalle de prévision au niveau 1 − α pour xi,t−h de la
forme : [

tx
∗
i,t+h − u1−α/2

√
σhi,i, tx

∗
i,t+h + u1−α/2

√
σhi,i

]

2. De manière globale : la détermination d’un région de confiance pose en
effet problème, car :

Xt+h −XyX
∗
t+h Ã N (O, Vh)

⇔ (Xt+h −XyX
∗
t+h)V

−1
h (Xt+h −XyX

∗
t+h)

′ Ã χ2(n)

La région de confiance globale est donc un ellipsöıde dans Rn :

X2

X1

Intervalle de confiance pour X1

Intervalle
de confiance
pour X2

Intervalle de 
confiance global

Intervalle de confiance
composante par composante

Fig. 2 – Intervalles de confiance
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3 Estimation d’un modèle VAR sous l’hypothèse

de normalité

3.1 Écriture du modèle

Exemple : n = 2, p = 2

Xt =

(
x1,t
x2,t

)
=

(
µ1
µ2

)
+

(
a1 b1
a2 b2

)(
x1,t−1
x2,t−1

)
+

(
c1 d1
c2 d2

)(
x1,t−2
x2,t−2

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)

V(εt) = Σ =

(
σ1,1 σ1,2
σ2,1 σ2,2

)

On a en fait deux modèles linéaires :

(M1) : x1,t = µ1 + a1x1,t−1 + b1x2,t−1 + c1x1,t−2 + d1x2,t−2 + ε1,t
(M2) : x2,t = µ1 + a2x1,t−1 + b2x2,t−1 + c2x1,t−2 + d2x2,t−2 + ε2,t

Il s’agit d’un modèle de régressions empilées (SURE).

Supposons que les observations commencent en t = 1 :



x1,3
...
...

x1,T
x2,3
...
...

x2,T




=




1 x1,2 x2,2 x1,1 x2,1
...

...
...

...
... 0

1 x1,T−1 x2,T−1 x1,T−2 x2,T−2
1 x1,2 x2,2 x1,1 x2,1

0
...

...
...

...
...

1 x1,T−1 x2,T−1 x1,T−2 x2,T−2







µ1
a1
b1
c1
d1
µ2
a2
b2
c2
d2




+




ε1,3
...
...

ε1,T
ε2,3
...
...

ε2,T




Cette expression s’écrit de manière condensée :

(
x1
x2

)
=

(
Z 0
0 Z

)
+

(
β1
β2

)
+

(
ε1
ε2

)

et

V
(
ε1
ε2

)
=




σ1,1 0 σ2,1 0
. . .

. . .

0 σ1,1 0 σ2,1
σ1,2 0 σ2,2 0

. . .
. . .

0 σ1,2 0 σ2,2




=

(
σ1,1 σ1,2
σ2,1 σ2,2

)
⊗ IT−2

Cas général

Xt =




x1,t
...

xn,t


 =




µ1
...
µn


+

p∑

k=1




ϕk1,1 . . . ϕk1,n
...

...
ϕkn,1 . . . ϕkn,n







x1,t−k
...

xn,t−k


+




ε1,t
...

εn,t
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On a donc les modèles :

(Mi) : xi,t = µt +

p∑

k=1

n∑

j=1

ϕki,jxj,t−k + εi,t

Si les observations commencent en t = 1, on a :



x1
...
xn


 =




Z 0
. . .

0 Z







β1
...
βn


+




ε1
...
εn




avec

Z =




1 x1,p . . . nn,p . . . x1,1 . . . xn,1
...

...
...

...
...

1 x1,T−1 . . . nn,T−1 . . . x1,T−p . . . xn,T−p




et βi = (µi, ϕ
k
i,1, . . . , ϕ

k
i,n, ..., ϕ

p
i,1, ..., ϕ

p
i,n)

V




ε1
...
εn


 =




σ1,1IT−p . . . σ1,nIT−p
...

. . .
...

σn,1IT−p . . . σn,nIT−p




On peut ainsi écrore le modèle VAR

x = Xβ + ε

avec X = In ⊗ Z et V(ε) = Σ⊗ IT−p.
Le théorème de Zellner dit :

x = (In ⊗ Z)β + ε,V(ε) = Σ⊗ IT−p

⇒ β̂MCQG = β̂MCG = β̂MCO =




β̂1,MCO

...

β̂n,MCO


 = β

Il suffit finalement d’estimer les MCO dans chaque modèle (Mi).

3.2 Estimation du modèle empilé

Proposition 3.1. β̂ vérifie les propriétés suivantes :

(i) E(β̂) = β

(ii) V(β̂) = Σ⊗ (Z ′Z)−1

(iii) β̂ est efficace

Démonstration.

(i)

β̂ =




β̂1
...

b̂etan


 =




(Z ′Z)−1Z ′x1
...

(Z ′Z)−1Z ′xn


 = (In ⊗ (Z ′Z)−1Z ′)x

β̂ = (In ⊗ (Z ′Z)−1Z ′)((In ⊗ Z)β + ε)
= (In ⊗ (Z ′Z)−1Z ′Z)β + (In ⊗ (Z ′Z)−1Z ′)ε
= β + (In ⊗ (Z ′Z)−1Z ′)ε

⇒ E(β̂) = β
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(ii)

V(β̂) = (In ⊗ (Z ′Z)−1Z ′)(Σ⊗ IT−p)(In ⊗ Z(Z ′Z)−1)
= Σ⊗ (Z ′Z)−1 Z ′IT−pZ(Z

′Z)−1︸ ︷︷ ︸
I

= Σ⊗ (Z ′Z)−1

Définition 9 (Estimateur de Σ).

Σ̂ = 1
T−p

T∑

t=p+1

ε̂tε̂
′
t

⇒ σ̂i,j =
1

T−p

T∑

t=p+1

ε̂i,tε̂
′
j,t σ̂i,i =

1

T − p

T∑

t=p+1

ε̂2i,t

Remarque. Commencer les observations en 1 fait apparâıtre des facteurs T − p.
On va donc les renuméroter en les faisant commencer à t = −p+ 1 :

⇒ xi =




xi,1
...

xi,T


 σ̂i,j =

1

T

T∑

t=1

ε̂i,tε̂
′
j,t

On utilisera cette notation par la suite.

Remarque.

σi,i =
1

T

T∑

t=1

ε̂2i,t

cf l’estimateur usuel des MCO des σi,i dans (Mi), mais sans correction par le
nombre de variables explicatives, ce qui revient en fait à considérer l’estimateur
du maximum de vraisemblance.

Remarque.
σ̂i,i = Covemp(ε̂i,t, ε̂j,t)

Remarque.
V̂(β̂) = Σ̂⊗ (Z ′Z)−1

est la matrice de variance-covariance estimée de β̂.

Aparté (Nombre de paramètres dans un VAR). Si on a n variables, on a n +
n2p + n(n + 1) paramètres (pour µ,Φ et Σ) avec nt observations. On ne peut
faire d’estimations correctes que pour n petit, de l’ordre de 4 ou 5, et T assez
grand.

Aparté (À quoi sert le théorème de Wold ?). En univarié comme en univarié, il
sert à :

– définir la densité spectrale ;
– prouver que tout processus stationnaire admet une représentation MA(∞)

(respectivement VMA(∞)) avec (εt) l’innovation du processus, ce qui per-
met d’étudier les effets de propagation des chocs (étude des fonctions
impulsion-réponse, IRF) ;

– pour la même raison, montrer l’équivalence entre processus MA(q), AR(∞),
MA(p) et ARMA(p,q).

En univarié, il permet en outre de définir la représentation canonique par le
biais de la densité spectrale.
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3.3 EMV sous l’hypothèse de normalité

Xt = µ+ ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p + εt
εtiidN (O,Σ)

θ = Vect(µ1, . . . , µn, ϕ
k
i,j , 1 6 i, j 6 n, j ∈ J1, nK, σi,j , 1 6 i, j 6 n)

On suppose que les observations commencent à t = −p+ 1.
Quel est l’EMV de θ ?

x = Xβ + ε

EMV (β) = β̂MCG = β̂

EMV (Σ) = Σ̂ = (σ̂i,j)i,j σ̂i,j =
1
T

∑T
t=1 ε̂i,tε̂j,t

Écriture de la log-vraisemblance conditionnelle aux conditions initiales :
On note :

l(X1, . . . , XT |θ) = l(X1, . . . , XT |X−p+1, . . . , X0, θ)

l(X1, . . . , XT |θ) =
T∏

i=1

l(Xt|Xt−1, . . . , X1, θ) par itération

Or, l(Xt|Xt−1, . . . , X1, θ)Ã N (µ+ ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p,Σ), donc :

l(X1, . . . , XT |θ) =
∏T

i=1
1√
2π

n
1√
det(Σ)

e(− 12 (Xt − (µ+ ϕ1Xt−1+

· · ·+ ϕpXt−p))
′Σ′(Xt − (µ+ ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p)))

donc

ln(l) = −nT
2 ln(2π)− T

2 ln(det(Σ))− 1
2 (− 12 (Xt − (µ+ ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p))

′

Σ′(Xt − (µ+ ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p)))

On pose : µt = µ+ ϕ1Xt−1 + · · ·+ ϕpXt−p.

On admet que θ̂ est obtenu par :

β̂EMV = β̂

Σ̂ = 1
T

∑T
i=1 ε̂tε̂

′
t

avec ε̂t = Xt − (µ̂+ ϕ̂1Xt−1 + · · ·+ ϕ̂pXt−p)
Calcul de la vraisemblance à son maximum :

ln(l(x, θ̂T ) = −nT
2 ln(2π)− T

2 ln(det(Σ))− 1
2

∑T
t=1 ε̂

′
tΣ

−1ε̂t

avec l’astuce habituelle :
∑T

t=1 ε̂
′
tΣ

−1ε̂t =
∑T

i=1 Tr(ε̂
′
tΣ

−1ε̂t)

=
∑T

i=1 Tr(Σ̂
−1ε̂tε̂

′
t

= Tr((
∑T

i=1 ε̂tε̂
′
t)Σ

−1)

= TTr(Σ̂Σ̂−1)∑T
t=1 ε̂

′
tΣ

−1ε̂t = nT

D’où une forme très simple de la log-vraisemblance maximale :

ln(l(X1, . . . , XT , θ̂)) = −
nT

2
ln(2π)− nT

2
− T

2
ln(det(Σ̂))
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3.4 Propriétés de l’EMV sous l’hypothèse de normalité

Proposition 3.2 (Normalité).

β̂ Ã N (β,Σ⊗ (Z ′Z)−1)

Proposition 3.3 (Convergence des estimateurs empiriques).

β̂
P→ β

σ̂
P→ Σ

Proposition 3.4 (Normalité asymptotique).

√
T (β̂ − β)

L→ N
(
0, plim Σ⊗

(
Z ′Z

T

)−1
)

Avec :

plim Σ⊗
(
Z ′Z

T

)−1
= Σ⊗ plim

(
Z ′Z

T

)−1

le dernier membre existant en vertu de la stationnarité des variables.

Remarque. Ces résultats sont valides asymptotiquement, même si (εt) n’est pas
gaussien.

3.5 Tests linéaires sur les paramètres du modèle

3.5.1 Test de Wald

H0 = Rβ = r
H1 = Rβ 6= r

√
T (β̂ − β)

L→ N
(
0,Σ⊗ plim

(
Z′Z
T

)−1)

⇒
√
T (Rβ̂ − r)

H0,L→ N
(
0, R

(
Σ⊗ plim

(
Z′Z
T

)−1)
R′
)

⇒ T (Rβ̂ − r)′
[
R

(
Σ⊗

(
Z′Z
T

)−1)
R′
]−1

(Rβ̂ − r)
H0,L→ χ2(rg(R))

D’où la statistique de test :

ξW = (Rβ̂ − r)′
[
R
(
Σ⊗ (Z ′Z)

−1
)
R′
]−1

(Rβ̂ − r)
H0,L→ χ2(rg(R))

On rejette H0 au seuil 1− α si ξW > χ21−α(rg(R)).

Remarque.

(Mi) : xi,t = µi +

p∑

k=1

n∑

j=1

ϕki,jxj,t−k + εt
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βi = (µi, ϕ
1
i,1 . . . , ϕ

p
i,n)

′

β =




β1
. . .
βn


 β̂ =




β̂1
. . .

β̂n




V(εi) = σi,i = IT σ̂i,i =
1
T

T∑

t=1

ε̂2i,t

Si Rβ ne met en jeu que des coefficients � appartenant � au même βi, on se
ramène aux tests usuels sur le modèle (Mi).

Exemple 3.1. Significativité d’un coefficient.

Si Rβ met en jeu des paramètres de plusieurs sous-modèles, il faut prendre
en compte les covariances des εi entre eux.

Exemple 3.2 (n = 2, p = 2).
(
x1,t
x2,t

)
=

(
µ1
µ2

)
+

(
a1 b1
a2 b2

)(
x1,t−1
x2,t−1

)
+

(
c1 d1
c2 d2

)(
x1,t−2
x2,t−2

)
+

(
ε1,t
ε2,t

)

– Si H0 : b1 = d1, on va faire un test de Fisher usuel dans (M1) ;

– Si H0 : b1 = b2, la loi de (̂b1, b̂2) dépend de Σ, et il faut faire le test de
Fisher dans le modèle vectoriel.

Supposons qu’on obtienne b1 non significativement différent de 0. Il peut être
utile de n’en pas tenir compte, car si l’on contraint b1 = 0, on sort des hypothèses
du théorème de Zellner. On ne va donc imposer des contraintes qu’en cas de non-
significativité symétriaue, du type b1 = b2.

3.5.2 Test du rapport de vraisemblance

ln(l(x, θ̂)) = −nT
2

(1 + ln(2π)− T

2
ln(det(Σ̂))

Si Zellner s’applique au modèle contraint,

ln(l(x, θ̂0)) = −
nT

2
(1 + ln(2π)− T

2
ln(det(Σ̂0))

où

Σ̂0 =
1

T

T∑

t=1

ε̂0t ε̂
0 ′

t

Statistique de test :

ξLR = 2 ln
(

l(x,θ̂)

ln(l(x,θ̂0))

)
= −T ln(det(Σ̂)) + ln(det(Σ̂0))

ξLR = T ln
(
ln(det(Σ̂0))

ln(det(Σ̂))

)
H0,L→ χ2(k)

où k est le nombre de contraintes testées.

Exemple 3.3 (Applications). Ce test peut s’appliquer dans les cas suivants :
– Nullité du p-ième retard : HO : Φp = 0 contre H1 : Φp 6= 0. On est censé

en voir une application en TD.
– Tests de causalité. Attention, il ne s’agit pas de relation causale au sens

physique. La causalité au sens de Granger se demande qu’une variable aide
à en prévoir une autre. Voir TD.


